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CORPS D’OKOUNKOV
[d’aprés Okounkov, Lazarsfeld-Mustata et Kaveh-Khovanskii]

par Sébastien BOUCKSOM

INTRODUCTION

La théorie des corps d’Okounkov, développée indépendamment par Lazarsfeld et
Mustata [LMO09] et par Kaveh et Khovanskii [KK09], systématise une construction due
a Okounkov [0Ok96, Ok00] ; elle généralise le lien entre variétés toriques et polytopes ra-
tionnels, en associant un corps convexe a tout fibré en droites sur une variété algébrique
projective, via 'introduction d’une valuation adéquate sur le corps de fonctions de cette
variété.

Afin d’énoncer dans un langage élémentaire une des conséquences principales de la
théorie des corps d’Okounkov, donnons-nous un corps algébriquement clos k£ de ca-
ractéristique arbitraire, et considérons une k-algebre graduée A = @, . A (a laquelle
on impose toujours qu’elle soit commutative, et que k = Ag C A). La fonction de Hil-
bert de A est définie par H4(m) := dimy A,,. On suppose de plus que A est integre, ce
qui assure que N(A) := {m € N | Hs(m) # 0} est un semigroupe de N, non réduit a 0
(donc infini) par hypothese.

Si A est de type fini, sa fonction de Hilbert H,4 est a valeurs finies, et le classique
théoreme de Hilbert-Serre permet alors de montrer 'existence de e € Q% (la multiplicité
de A) telle que

K

Ha(m) = e + 0 (m")

lorsque m € N(A) tend vers 'infini, avec x := tr.deg(A/k) — 1, tr. deg(A/k) désignant
le degré de transcendance sur k du corps des fractions de A.

Ce résultat admet la généralisation importante suivante, démontrée dans [KK09].
THEOREME 0.1. — Soit A # k une k-algébre graduée, et supposons que A se plonge

dans une k-algébre graduée intégre et de type fini. Si on pose k = tr.deg(A/k) — 1,
alors il existe e € RY tel que

lorsque m € N(A) tend vers Uinfini.
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D’un point de vue géométrique, 'hypothese sur A signifie qu’elle peut se réaliser
comme sous-algebre de 'anneau des coordonnées homogenes d’une variété projective
X, pour un plongement adéquat dans un espace projectif.

Ceci s’applique en particulier & l'algebre des sections R(X, L) := @D,y H° (X, mL)
d’un fibré en droites arbitraire L sur X. [’étude asymptotique de la fonction de Hilbert
m + h%(mL) := dimy H°(X,mL), classiquement appelée probléme de Riemann-Roch,
est une question centrale de la géométrie algébrique, tres subtile des la dimension 2
du fait que R(X, L) n’est alors plus de type fini en général. Dans son article fondateur
[Zar62], Zariski étudie ce proleme sur les surfaces, et montre qu’il existe un polynome P
de degré au plus 2 tel que h°(mL)— P(m) est bornée pour m € N(X, L) := N(R(X, L));
en caractéristique nulle, Cutkosky et Srinivas ont montré bien plus tard que h°(mL) —
P(m) est méme périodique pour m > 1 [CS93].

En dimension n = dim X quelconque et caractéristique nulle, litaka montre dans
[1it71] 'existence d'une estimée

C'm* < h°(mL) < Cm”

pour m € N(X, L) grand, avec k = tr.deg(R(X,L)/k)) — 1 €{0,1,....,n} (ou k = —c0
si R(X,L) = k), connu sous le nom de dimension d’litaka de L. Si L est gros, i.e. si
k = n, un théoreme de Fujita permet de montrer que le volume

vol(L) := lim M

m—oo " / n!

existe dans |0, +o0[; celui-ci a fait I'objet de nombreux travaux (cf. [Laz04]), basés
pour la plupart sur le théoreme d’annulation de Kawamata-Viehweg, donc valables
uniquement en caractéristique nulle.

La théorie des corps d’Okounkov permet non seulement d’obtenir simplement 1’exis-
tence du volume et ses principales propriétés en caractéristique arbitraire [LM09], mais
permet de plus d’étudier le cas de fibrés non gros avec une précision jusque-la inacces-
sible, comme l’illustre le théoreme 0.1.

On va maintenant décrire dans ses grandes lignes la démonstration du théoreme 0.1,
et son lien avec la théorie des corps convexes. On suppose A plongée dans I'anneau des
coordonnées homogenes R d’une variété algébrique projective X C PY . dont on note
n = dim X la dimension. La construction qui suit repose sur le choix d’une valuation
v: K* — 7Z" sur le corps de fonctions K de X, i.e. un homomorphisme de groupes tel
que v(f + ¢) > min{v(f),v(g)} pour f,g € K*, relativement a un ordre total sur le
groupe Z" ; on demande de plus que le groupe des valeurs v(K*) de v soit égal a Z". La
théorie élémentaire des valuations montre d’une part que de telles valuations abondent,
et d’autre part qu’elles satisfont la propriété cruciale

(1) dimy E = cardv(E \ {0})

pour tout k-espace vectoriel de dimension finie & C K. Pour chaque m € N, la valua-
tion v induit de fagon naturelle une fonction v : R,,,\{0} — Z", et S, := v(A,,\{0}) est
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ainsi un sous-ensemble fini de Z" pour chaque m € N, de cardinal H4(m) = dimy A,,.
On a de plus S,, +S; C S;,4; pour m,l € N, puisque A,, - A; C A,,4;. Le point clé est
alors le théoreme d’équirépartition suivant :

THEOREME 0.2. — Soit S = (S,,)men une suite de sous-ensembles de Z" telle que
Sm + Si C S pour m,l € N, et posons N(S) := {m € N | S, # 0}. Alors A :=
Unmen %Sm est un conveze fermé de R™, et la suite %Sm C R™ s’équirépartit dans A,
au sens ot

1
lim —_— x) = du,
neN(S),m—+oo mdim A Z f( ) /Af a
xG%Sm
pour toute fonction f € C°(R"), avec u la mesure de Lesbeque sur l'enveloppe affine
de A, correctement normalisée.

En outre, A est compact ssi card S, = O(mI™2), et on a dans ce cas

On montre ensuite que le convexe fermé A’ associé a la suite S), := v(R,, \ {0}) est
de dimension maximale n, et donc compact selon le théoreme 0.2, puisque card S/, =
dimy R,, = O(m") par le théoreme de Hilbert-Serre. Le convexe A associé a S, =
v(An \ {0}), étant contenu dans un translaté de A’; est donc lui aussi compact, et on
obtient le théoréme 0.1. On appelle A = A, (A) le corps d’Okounkov de A (relatif a v).

A la suite des articles fondateurs [0k96, Ok00, LM09, KK09], la théorie des corps
d’Okounkov s’est développée dans différentes directions : étude de la géométrie des
corps d’Okounkov [KLM12, AKLI12, Sepl2]; cas des variétés avec une action de
groupe réductif [KK12|, qui étoffe les résultats originaux de [Ok96, Ok00]; analogues
arithmétiques en géométrie d’Arakelov [Yua09, BC11]; liens avec la théorie du pluri-
potentiel et le diametre transfini [WNO09]; comportement asymptotique de certaines
dégénérescences équivariantes (<test configurationss) [WN10, Szell]; construction de
dégénérescences vers des variétés toriques [And11], dans la lignée de [Tei03] ; utilisation
de ces dégénérescences pour construire des systemes intégrables [HK12].

Plutot que de survoler ces différents développements, le présent texte prend le parti
de présenter en détail les aspects fondamentaux de la théorie. Le lecteur trouvera dans
I'excellent article [LMO09] ainsi que dans [KK09, dBP12, CS12a, CS12b] une foule d’in-
formations complémentaires.

Le texte est organisé comme suit. La premiere partie étudie les semigroupes de Z",
selon un point de vue adapté aux corps d’Okounkov. On y montre en particulier le
théoreme d’équirépartition énoncé ci-dessus.

La seconde partie présente quelques résultats appartenant a la théorie élémentaire
des valuations, le but étant de montrer que les valuations de rang rationnel maximal
sont exactement celles qui sont adaptées a la construction d’Okounkov.
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La troisieme partie décrit le coecur de la construction des corps d’Okounkov, et
démontre en particulier le théoreme 0.1 ci-dessus.

Enfin, la quatrieme et derniere partie porte un regard plus géométrique sur les corps
d’Okounkov. On montre sur des exemples que la géométrie du corps d’Okounkov d'un
fibré en droites dépend de maniere essentielle du choix de la valuation, et on détaille
également la construction des corps d’Okounkov numériques, en suivant [LMO09], avec
en sus quelques faits nouveaux concernant la dimension numérique.

Remerciements. Je tiens a exprimer ma reconnaissance a Charles Favre, Mattias
Jonsson et Victor Lozovanu pour leurs suggestions et leur relecture attentive de ce
texte. Je remercie également chaleureusement David Witt-Nystrom et Huayi Chen, au
contact desquels j’ai pu affiner ma compréhension des corps d’Okounkov.

1. SEMIGROUPES DISCRETS

Dans cette partie, V' désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n € N. On
étudie la structure des semigroupes de V' engendrant un groupe discret ; on en déduit
un résultat d’équirépartition pour les semigroupes gradués, qui est le point central de
la théorie des corps d’Okounkov.

Les résultats de cette partie sont pour l'essentiel issus de [KKO09, §1], qui est une
systématisation de [Ok96, §2.5].

1.1. Semigroupes discrets d’un espace vectoriel

Un semigroupe S C V est un sous-ensemble non vide de V stable par addition. On
note

— Z.S le sous-groupe de V engendré par S';

— RS le R-espace vectoriel engendré par S';

— C(S) le cone convexe engendré par S';

— C(S) son adhérence, et C'(S) son intérieur relatif, i.e. son intérieur dans RS.

La propriété de semigroupe donne immédiatement que

(2) ZS ={zx—y|z,ye S}
et
(3) a(s) = {% |se S, m GN*}.

On définit la dimension réelle dimg(S) de S comme étant celle de RS (qui peut étre
strictement plus petite que dimg(QS) dans cette généralité).

DEFINITION 1.1. — La régularisation d’un semigroupe S C V est le semigroupe

Sres .= T(S) N ZS.
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Notons que C(S™8) = C(S) et ZS™e = ZS.

On dira que S est un semigroupe discret si ZS est discret, donc un réseau de RS.
A isomorphisme pres, les semigroupes discrets d’un espace vectoriel sont exactement
les sous-semigroupes de Z? pour un certain d.

On prendra garde au fait que la terminologie choisie est un peu abusive, puisqu’il se
peut que S forme un sous-ensemble discret de V' sans que ZS soit discret. C’est par
exemple le cas de S = N4+Ny/2 C R, qui n’est donc pas un semigroupe discret en notre
sens.

Ezxemple 1.2. — Puisque tout sous-groupe discret de R est monogene, il existe pour
tout semigroupe discret S C R un réel e € R tel que S™ = Ze ou 5™ = Ne; il est
également bien connu que S™&\ S est fini (un cas particulier du théoreme 1.3 ci-dessous).

Le but de ce qui suit est de montrer que tout semigroupe discret S de V' coincide
asymptotiquement avec S™ dans C'(S5).

THEOREME 1.3. — Soit S C V un semigroupe discret. Pour tout cone convere o a
base compacte contenue dans C(S), l’ensemble (S™8\ S) N o est fini.

LEMME 1.4. — Soit S CV un semigroupe discret. St S est de type fini, alors il existe
un ensemble fini F© C S™ tel que S™% = F' + S.

Remarque 1.5. — D’apres [BG09, Proposition 2.7], la conclusion signifie précisément
que k[S™8] est un k[S]-module de type fini, pour n’importe quel corps k donné. Le
lemme 1.4 implique en particulier que

S de type fini = 5™® de type fini,

qui est le contenu du classique lemme de Gordan (voir par exemple [Oda88, Proposition
1.1]). L’exemple de S := {(x,y) € N* | y > z + 1} montre que S™# peut étre de type
fini sans que S le soit.

Démonstration. — Par hypothese, il existe un ensemble fini A C S tel que S =
> weaNa, et donc C(S) = C(S) = >4 Ria. Puisque >, _4[0,1]a est compact et

Z.S est un groupe discret,
F:=78n (Z[o, 1]a>

acA
est fini. Montrons que S™& = F +S. On commence par observer que F C ZS N C(S) =
Sree et donc F + S C S™. Réciproquement, chaque u € S™ = (C(S) NZS s'écrit
u =) cataq avec t, € Ry. En notant m, := |t,] € N la partie entiere de ¢, et en
posant v := ZaeA mea € S, on voit que

w::u—v:Z(ta—mG)a
acA

appartient & F' puisque u et v sont dans ZS et t, — m, € [0, 1], d’ou le résultat. O



1059-06

Démonstration du théoréme 1.3. — Fixons une norme || - || sur V. Puisque ZS est dis-
cret (et fermé), il s’agit de montrer qu’il existe R > 0 tel que tout x € ZS N o avec
|z|| > R appartient & S. Le lemme 1.6 ci-dessous montre que

¢(s) = J e,
TCS
ou T C S parcourt ’ensemble des sous-semigroupes de type fini de S. Comme la base
de o est un compact de C(S), elle est aussi contenue dans un des C(7T)). Puisque ZS
est de type fini sur Z, on peut également supposer que ZS = ZT', ce qui nous ramene
au cas ou S =T est de type fini.

Dans ce cas, il existe uyg € S tel que ug + 5™ C S. En effet, le point (i) du lemme
1.4 fournit un ensemble fini F' C 5™* tel que 5™ = F + 5. Comme chaque élément de
F est en particulier dans ZS = {x —y | x,y € S}, il existe ug € S tel que ug+ f € S
pour tout f € F', et donc ug + S™& C S.

Comme o est a base compacte dans C (S), on peut trouver un cone o’ a base compacte
dans C(S) et contenant o dans son intérieur relatif. Puisque o N {||z|| = 1} est un
compact de l'intérieur relatif de ¢/, on peut trouver R > 0 tel que

(cn{|z]| =1}) =t rug C o
pour tout ¢t > R, ce qui revient a dire que
(o {llzll = R}) —uo C o’

puisque ¢ et o’ sont des cones. Pour tout z € ZS No tel que ||z|| > R, on a donc
x—uy €0c',dot z € ug+ (ZSNo’'), et donc z € S puisque ug + S™8 C S. O

LEMME 1.6. — Soient W un R-espace vectoriel de dimension finie et (Cy) une famille
croissante de convexes de W. Alors |, Co coincide avec Uintérieur de |, Ca.

Démonstration. — Soit x un point de 'intérieur de | J,, C. On peut trouver zy, ...,y €
U, Ca tel que z soit dans lintérieur du polytope Conv{zi,...,zyx}. Mais I'un des
C,, contient tous les x;, donc aussi Conv{zy,...,zx}, et on en déduit que x est dans
I'intérieur de C,. ]

Bien que ce ne soit pas indispensable pour la suite, on conclut cette partie par une
caractérisation intéressante des semigroupes discrets de type fini, tirée de [BG09, Co-
rollary 2.10].

PROPOSITION 1.7. — Soit S C V un semigroupe discret.

(i) Le semigroupe S est de type fini ssi le cone convere engendré C(S) est de type
fini, i.e. un cone polyhédral.

(ii) Le semigroupe S™8 est de type fini ssi le cone conveve fermé engendré C(S) est
un cone polyhédral rationnel de RS.
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Démonstration. — (i) Si S est de type fini, C(S) est trivialement de type fini. Sup-
posons réciproquement que C'(S) soit un cone polyhédral. Ses rayons extrémaux sont
nécessairement de la forme R oa avec a € S, donc il existe un ensemble fini A C S
tel que C(S) = > ,c4Ria. Comme dans la démonstration du lemme 1.4, on a alors

S = F + T avec
F:=75nN (Z[O, 1]a> ,
acA

qui est fini, et 7' := )" _, Na. Donnons-nous un corps k. Comme dans la remarque 1.5,
Sree = F'+ T signifie que k[S™8] est un k[T]-module de type fini. Puisque T est de type
fini, "anneau k[T est noethérien, et le sous-module k[S] est donc lui aussi de type fini
sur k[T]. La k-algebre k[S] est donc a fortiori de type fini, et il n’est pas difficile d’en
déduire que S est de type fini comme semigroupe (cf. [BG09, Proposition 2.7]).

(ii) Dire que C(S) est un cone polyhédral rationnel de RS signifie qu'il existe un
ensemble fini A C S tel que C(S) = >, 4R a; on vérifie alors comme précédemment
que I'ensemble fini F' défini comme ci-dessus engendre S™8. O]

Remarque 1.8. — Il n’est pas suffisant dans (ii) de supposer que C(S) est simplement
polyhédral, comme le montre S := {(u,v) € N? | v > uy/2}.
1.2. Semigroupes gradués

On appellera semigroupe gradué un semigroupe S C Nx V. Onnote 7y : NxV — V
la projection sur le second facteur, et on pose pour chaque m € N

S =1y (S0 ({m} x V).

On supposera toujours que Sy, est non vide pour au moins un m > 1. La suite (S,,)men
de sous-ensembles de V' ainsi définie est additive, au sens ou

(4) Sm +S; C S,qq pour tous m,l € N.

Réciproquement, toute suite additive (.S, )men de sous-ensembles de V' définit un semi-
groupe gradué S := J,,.y ({m} x S,). On introduit

N(S) = {m € N | S,, # 0},

qui est un semigroupe de N, donc coincide avec m(S)N en dehors d’un ensemble fini,
pour un certain entier m(S) € N*. On pose également

k(S) = dimg(S) — 1.
Rappelons que C(S) désigne le cone convexe fermé engendré par S, qui est ici contenu

dans R, x V.

DEFINITION 1.9. — Si S C N x V est un semigroupe gradué, on définit la base de S
comme

A(S) =y (C(S)N ({1} x V)) .



1059-08

La base A(S) de S est un convexe fermé de V, de dimension x(S). La projec-
tion 7y induit un isomorphisme affine entre RS N ({1} x V') et le sous-espace affine
Aff(S) C V engendré par A(S); 'espace vectoriel sous-jacent Aff(S) est donc égal a
v (RSN ({0} x V)).

Pour tout m € N* on a par construction =5, C A(S), et il résulte de (3) que

(5) A(S) = | LS.

m>1

On dit comme précédemment qu’un semigroupe gradué S C N x V est discret si le
groupe ZS C Z x V qu’il engendre est discret dans R x V. C’est par exemple le cas si
tous les S, sont contenus dans un réseau fixe de V.

Notre but est de montrer, pour tout semigroupe gradué discret S, que les ensembles
LS, sont équirépartis dans A(S), relativement & une mesure limite que nous décrivons
m
maintenant.

DEFINITION 1.10. — Soit S € N x V' un semigroupe gradué discret. Le sous-espace
affine Aff(S) C V' engendré par A(S) posséde une structure entiére naturelle, définie
par le réseau

Af(S)z = my (ZS N ({0} x V)
de ATE(S) = my (RSN ({0} x V). On note pg la mesure de Lebesque de Aff(S) nor-

malisé par cette structure entiére.
LEMME 1.11. — Il existe un isomorphisme affine ¢ : Aff(S) = R*S) | de partie linéaire
¢« Aff(S) — RS wérifiant :

(i) (AL (S)z) = 2+

(it) p(=558) = LZFS N A pour tout m € Nm(S), avec A := ¢(A(S)).

La propriété (i) montre en particulier que ¢, (us) est la mesure de Lebesgue standard
de R,

Démonstration. — Notons k := k(S) = dimg(S) — 1, et soit p : ZS — Z la restriction
de la premiere projection Z x V. — Z. Puisque Imp = Zm(S) et que toute suite
exacte de Z-modules libres est scindée, il existe une Z-base (uy, ..., u,) de ZS telle que
p(ug) = m(S) et (uq,...,u,) engendre Ker p = ZS N ({0} x V) et . On définit ¢ comme
la, composition

AfE(S) S RSN ({1} x V) <= RS = Ruyg + ... + Ru,, — Ruy + ... + Ru,, = R”.
On voit facilement que ¢ est un isomorphisme affine, de partie linéaire gz; donnée par
AfF(S) S RSN ({0} x V) = Ruy + ... + Ru,, = R,
d’ou (i). L'isomorphisme Aff(S) = RS N ({1} x V) envoie LS sur
1 ({m} x 55%) = LO(S) N ZS 0 ({m} x V) = L (C($) N o~ ({m})).
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qui coincide avec
_ m
%C(S) N <ZU1 + ...+ Zu,i + WU,{+1>

lorsque m est un multiple de m(.S) (et est vide sinon). Le point (ii) en découle facilement.
[

On peut maintenant énoncer le résultat d’équirépartition des ensembles %Sm dans
A(S) évoqué ci-dessus.

THEOREME 1.12. — Soit S C NxV un semigroupe gradué discret. Pour toute fonction
continue a support compact f 'V — R, on a alors
1
lim — xr) = dis.
meN(S), m—+oo m#r(S) Z f< ) A(S) f Hs
.Z‘E%S’m

On commence par une reformulation du théoreme 1.3 pour les semigroupes gradués.

LEMME 1.13. — Soit S C N x V' un semigroupe gradué discret, et soit K C V un
conveze compact contenu dans l'intérieur relatif de A(S). Pour tout m € N assez grand

on a alors
KNiS,=KnLsre
Démonstration. — Puisque le come o := R, ({1} x K) € R x V est contenu dans

Uintérieur relatif de C'(S) = Ry ({1} x A(S)), le théoréme 1.3 montre que S N o et
S™e M o coincident en dehors d’un ensemble fini. Il en résulte que

Snon({m}x V)= {1} x (Sm N (mK))

est égal a

S*enon({m}xV)={1} x (SN (mK))
pour tout m > 1. ]
Démonstration du théoréeme 1.12. — Etape 1. On montre d’abord le résultat avec S

a la place de S. Soit ¢ : Aff(S) = R*) I'isomorphisme affine donné par le lemme 1.11,
et posons g := (f|ass)) © ¢ *. Par la propriété (ii) du lemme 1.11, on a alors

R D DI (O S )

1 1
xEESfﬁg yEAﬂ%ZK(S)

pour tout m € Nm(S). Comme pour tout ensemble convexe, le bord JA de A est de
mesure nulle dans R, 11 s’ensuit que 1ag est intégrable au sens de Riemann, ce qui

, 1
ml_lgloom Z g(y)—/Agd)v

i w(S
yeAN -7 (5)

donne

avec A la mesure de Lebesgue standard sur R*(%), Mais on a ¢, (us) = A, donc frgdX =
fA(S) f dug, d’ott le résultat.
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Etape 2. On considere maintenant le cas général. Au vu de ’étape précédente, il reste
a établir que

(6) Y. fl@)=o(m"®)
veLsiE\Ls,,

lorsque m € N(S) tend vers 'infini. Soit B une boule fermée de V' (pour une certaine
norme) contenant le support de f, et soit ¢ > 0. Comme A(S) N B est convexe et
compact, on peut trouver un convexe compact K C V contenu dans l'intérieur relatif
de A(S) et une fonction de troncature y € C%(V) telle que 0 < x < 1, x = 1 sur
(A(S)NB)\ K, et fA(S) X dus < €.

Le lemme 1.13 implique que, pour tout m > 1, %stg \ %Sm est contenu dans le
complémentaire de K, et donc y = 1 sur BN (LS55 \ L5 ) En posant | f|| := sup|f],

on obtient
S @Il DD x@).

ve s\ L, we L sy
L’étape 1 donne
1
—5 x) = Xdps < €
(S) Z X( /
xe%Sfﬁg A

lorsque m € N(S) tend vers 'infini. On en déduit que

> @ <2lfle

xe%S{ﬁg\%Sm
pour tout m € N(S) suffisamment grand, d’ou (6). O
La conséquence suivante du théoreme 1.12 nous sera plus directement utile par la
suite.
COROLLAIRE 1.14. — Pour tout semigroupe gradué discret S C N x V', on a

card S,
1 e m A .
msoomEN(s) M) s (A(5)) € J0, Fo0)

Cette limite est finie ssi A(S) est compact.

Démonstration. — Puisque A(S) est un convexe fermé d’intérieur non vide de Aff(S),
son volume p5(A(S)) est fini ssi A(S) est compact.

Supposons d’abord que A(S) est de volume fini, et donc compact. On peut alors
choisir f € C2(V) valant 1 sur A(S), et donc aussi sur -5, pour tout m; le résultat
découle alors du théoreme 1.12.

Supposons maintenant que A(S) est de volume infini. Etant donnée C' > 0, on peut
trouver f € CO(V) telle que 0 < f < 1 et fA(S) fdus > C. Le théoréme 1.12 donne

card S 1
liminf ~—o= > li —S E = dug > C'.
mﬁgr,lrrigN(S) mrlS) = m%mfﬁeN(S) ms(S) e f(z) /A(S) fdus >

IGESM
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Ceci étant valable pour tout C' > 0, on obtient bien

card S,
lim

m—o0,meN(T) mH(S) = oo

On conclut cette partie par le résultat d’approximation suivant.

THEOREME 1.15. — Soient S C N X V' un semigroupe gradué discret, et T(m) C S,
m € N, une suite de sous-semigroupes de S vérifiant

Sy C T (M)

pour tout m € N. On a alors :
(i) Aff(T'(m)) = AfE(S) et Aff(T(m))z = Aft(S)z pour tout m € N(S) suffisamment

grand ;
(i) impmen(s)m—oo fr(m) (A(T(m))) = ps (A(S)) dans [0, 400].
Démonstration. — Notons (S,,) le sous-semigroupe de S engendré par S, x {m}. Il est

immédiat de voir que
A((Sp)) = Conv (L5,,) .
L’hypothese implique par ailleurs que
(Sm) C T(m) C S.

Etape 1. On commence par montrer que

(7) lim g (A((Sm))) = ps (A(S)) -

meN(S),m—o0

Ceci impliquera en particulier que A ((S,,)) est d'intérieur non vide dans Aff(S) pour
tout m € N(S) assez grand, et donc que Aff((S,,)) = Aff(S) pour de telles valeurs
de m. On aura donc a fortiori Aff(T(m)) = Aff(S), ce qui établira (i).

Soit K C Aff(S) un convexe compact contenu dans l'intérieur relatif de A(S). Par
(5) on a en particulier

= |J Conv (%:5.) = | J AS

meN meN

Le lemme 1.6 entraine donc que
A((Sm)) D K

pour tout m € N(S5) assez grand, d’ott lim inf,,en(s) m—o0 tts (A((Sm))) > ps(K). Cela
étant vrai pour tout convexe compact K dans l'intérieur relatif de A(S), on en déduit
que

liminf  pg (A((Sn))) > us(A(S)),

meN(S),m—o0
ce qui établit (7) puisque A((S,,)) C A(S).
Etape 2. Vérifions maintenant que Aff((S V)7, = Aff(S)z pour tout m € N(S) assez
grand, ce qui impliquera a fortiori que Aff(T'(m))z = Aff(S)z, et donc pirum) = ps.
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On choisit un isomorphisme ¢ : Aff(S) = R*®) comme dans le lemme 1.11. Intro-
duisons S, — S, :i={x —y | z,y € S;,} C V. Comme Aff((S,,))z est par définition égal
au groupe engendré par S,, — S,,, il s’agit de montrer que S,, — S,, engendre Aff(S)y
pour tout m € N(S) assez grand. Puisque ¢(Aff(S)z) = Z*5), ceci revient & dire que

O(Sm = Sm) =m & (5:8m = 5:5m) = m (6 (3:5m) = 6 (5:5m))
engendre Z+(5).

Fixons un convexe compact K dans U'intérieur relatif de A(S). Par le lemme 1.13,
#Sm contient %Sﬁsg N K pour tout m > 1. Par la propriété (ii) du lemme 1.11, on

obtient donc que, pour tout m € N(S) assez grand, m (QS (iSm) —¢ (iSm)) contient

I'ensemble des différences de points dans Z*¥) N (me¢(K)), lequel engendre Z*%) puisque
me(K) contient [—1,1]%%) pour tout m > 1. O
Remarque 1.16. — Comme mentionné ci-dessus, on a toujours A(S) =/, .y Conv (L£.5,,).

Par contraste, la proposition 1.7 montre que

S de type fini <= il existe m € N tel que A(S) = Conv ( L Sm) )

m

2. VALUATIONS SUR LES CORPS DE FONCTIONS

Le but de cette partie est de passer en revue quelques propriétés élémentaires des
valuations sur les corps de fonctions, afin de dégager la classe de valuations adaptée a
la construction des corps d’Okounkov. L’ouvrage classique [ZS60] et I'exposé de survol
[Vaq06] nous serviront de références pour ce qui suit.

On se donne un corps algébriquement clos k de caractéristique arbitraire, et K /k une
extension de corps de type fini. On appelle modéle de K une k-variété algébrique (i.e. un
k-schéma de type fini, réduit et irréductible) X ayant K pour corps de fonctions. On
pose n := tr.deg(K/k), qui est donc la dimension de tout modele de K.

2.1. Centre et semigroupe des valeurs

Nous adopterons la terminologie suivante :

DEFINITION 2.1. — Une valuation v sur une k-algébre intégre A, a valeurs dans un
groupe abélien totalement ordonné A, est une application v : A\ {0} — A telle que
- v(fg) =v(f) +v(g) pour f.g € A\{0};

~o(f +9) 2 min{v(f),v(g)} si f+9 #0;
—v(a) =1 pour tout a € k*.

11 est commode de poser v(0) := 400, élément qu’on adjoint & A en imposant A\ < 400
pour tout A € A, et les regles arithmétiques évidentes qui en découlent. On utilisera les
faits élémentaires suivants.

LEMME 2.2. — Soient fi,....fm € A\ {0}. Si les v(f;) sont 2 a 2 distincts, alors
v (22, fi) = ming o(f;).
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LEMME 2.3. — Soient A C K une sous-k-algeébre ayant K pour corps des fractions,
et A un groupe abélien totalement ordonné. Toute valuation v : A\ {0} — A s’étend
de fagon unique en une valuation v : K* — A en posant v(f/g) = v(f) — v(g) pour

frg€ A\{0}.

On associe a une valuation v sur K les objets suivants :

— le groupe des valeurs A, = v (K*);

— Panneau de valuation O, = {f € K | v(f) > 0}, d’'idéal maximal m, = {f € K |
v(f) > 0} et de corps résiduel k(v) := O, /m,, dans lequel se plonge k.

Notons que I’homomorphisme de groupes : K* — A induit un isomorphisme A, ~
K*/Oz, ou OF désigne le groupe des unités de O,.

Remarque 2.4. — Le groupe des valeurs A, n’est pas de type fini en général. De fait,
tout sous-groupe additif de Q peut étre réalisé comme groupe des valeurs d’une valuation
sur le corps k(T1,Tz) des fractions rationnelles de deux variables, cf. [ZS60, p. 102].

DEFINITION 2.5. — Soit v une valuation sur K, et soit X un modéle de K. Un centre
de v sur X est un point (schématique) £ € X tel que Oxe C O, et mg C m,, (ot l'on
note mg lidéal mazimal de Ox ).

On a automatiquement mg = Ox ¢ Nm,, d’ou les extensions de corps résiduels
(8) k C k(&) C k(v).

Lorsqu’un centre de v sur X existe, il est unique par le critere valuatif de séparation
[Har77, p. 97]; on dit alors que v est centrée sur X.

Si X = Spec A est affine, v est centrée sur X ssi A C O, (i.e. v > 0 sur A), et son
centre correspond alors a I'idéal premier ANm,. A 'opposé, si X est propre sur k, toute
valuation sur K est centrée sur X, cette fois par le critere valuatif de propreté [Har77,
p. 101].

DEFINITION 2.6. — Soient X un modéle de K, et v une valuation centrée sur X. Le
semigroupe des valeurs de v sur X est le sous-semigroupe de A>q défini par

So(X) = v(Ox e\ {0}),

ou & € X désigne le centre de v sur X.

Onanoté Asg = {A € A | A > 0}. Soulignons que le semigroupe S, (X), contrairement
au groupe des valeurs A,, dépend du choix du modele X de K. Comme K est le corps
des fractions de Ox ¢, S,(X) engendre A, = v(K*) comme groupe. Par ailleurs, si v est
centrée sur X = Spec A affine, alors S,(X) = v (A \ {0}), puisque v(f) = 0 pour toute
feA\ANm,.
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Ezemple 2.7. — Soient A un groupe abélien totalement ordonné, et S C A un se-
migroupe de type fini. La k-algebre k[S] est alors integre et de type fini, de sorte que
X := Speck[S] est une variété algébrique affine sur k (et aussi une wariété torique
[Oda88], du moins si S est saturé dans A). D’apres le lemme 2.3, on définit une valua-
tion v sur le corps de fonctions de X en posant

v(f) =min{s € S |as # 0}

pour [ = Y  _qass € k[S]. Comme v > 0 sur k[S], v est centrée sur X, et on a
Su(X) = v (K[S]\{0}) = 5.

Bien que le semigroupe S,(X) soit de type fini dans cet exemple, ce n’est pas le cas
en général, puisque le groupe ZS,(X) = A, n’est lui-méme pas toujours de type fini
(remarque 2.4). Par contre, on a toujours :

LEMME 2.8. — Le semigroupe des valeurs S,(X) est bien ordonné (pour l’ordre induit
par celui de A ).

Rappelons que <bien ordonnés signifie que tout sous-ensemble non vide admet un
plus petit élément.

Démonstration. — Pour tout sous-ensemble non vide F' de S,(X), soit [p l'idéal
de Ox ¢ engendré par {f € Ox¢ \ {0} | v(f) € F'}. Puisque v > 0 sur Oxg, on voit
immédiatement que v(f) > min F' pour tout f € Ir lorsque F' est fini.

Pour F' quelconque, la noethérianité de Ox ¢ montre qu’il existe un sous-ensemble
fini G C F tel que Ir = Ig. La remarque précédente implique donc que s > min G pour
tout s € F', et min G est donc le plus petit élément de F'. [

En appliquant ceci a I’exemple 2.7, on obtient :

COROLLAIRE 2.9. — Soient A un groupe abélien totalement ordonné, et S un semi-
groupe de type fini de Asq. Alors S est bien ordonné.

Remarque 2.10. — Ce fait est classique pour les ordres monomiaux sur S = N, dans
le cadre de la théorie des bases de Grébner (voir par exemple [Eis, §15.2]).

2.2. Trivialité du corps résiduel

Toute valuation v sur K définit une filtration décroissante (F)K)yea, de K en sous-
O,-modules, définis par

(9) F)K = {f € K|v(f) =X}

pour A € A,. Si £ C K est un sous-k-espace vectoriel, on note F)E := EN F2K la
filtration (en sous-k-espaces vectoriels) induite, et

{feE]v(f) > A}
{fel|v(f)>A}

les gradués correspondants. Le lemme suivant joue un role essentiel dans la suite.

Gr)E =
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LEMME 2.11. — Le corps résiduel k(v) dune valuation v sur K satisfait k(v) = k ssi
(10) dimy E = cardv (E'\ {0})

pour tout k-espace vectoriel de dimension finie E C K. Ces propriétés sont en outre
équivalentes a :
(i) dimg Gr)K =1 pour tout A\ € A, ;
(i) il existe une sous-k-algébre A C K, de corps des fractions K, telle que
dimy, Gr;\A < 1 pour tout A € A,.

Démonstration. — Si F C K est un sous-k-espace vectoriel de dimension finie, alors
dim, F = Z dimy, GriE,
AEA,

et Gr)E # 0 <= X\ € v(E \ {0}). On voit donc que (10) équivaut a dim; Gr)E < 1
pour tout A € A,.

Supposons que k(v) = k, et soit £ C K un sous-k-espace vectoriel de dimension
finie. Etant données f,g € E \ {0} telles que v(f) = v(g) =: A, on veut voir qu'il existe
a € k tel que v(f —ag) > A\. Mais u := f/g appartient a O}, donc 'hypothese k(v) = k
montre qu'il existe a € k tel que v(u —a) > 0, d’ou v(f — ag) > v(g) = \.

Réciproquement, supposons que (10) soit valable pour tout sous-k-espace vectoriel
E C K de dimension finie, et montrons que k(v) = k. Tout élément non nul de k(v)
est représenté par f € O, \ m,, qui satisfait donc v(f) = 0. On cherche a € k tel que
v(f —a) > 0. Mais ceci résulte du fait que le k-espace vectoriel FE engendré par f et 1
satisfait en particulier dimy GrgE < 1.

L’équivalence de ces propriétés avec (i) et (ii) est du méme acabit, et laissée au
lecteur. O

2.3. Valuations monomiales

On va expliciter une construction menant au résultat suivant :

PROPOSITION 2.12. — Soient X un modéle de K, et A un groupe abélien totalement
ordonné. Si S C Asq est un semigroupe engendré par au plus n = dim X éléments,
alors il existe une valuation v : K* — A centrée sur X avec S,(X) = 5.

On commence par traiter le cas de I'espace affine A} = Spec k[T7, ..., T},], de corps de
fonctions k(T7, ..., T,,). Une valuation v sur k(71, ...,T,,) a valeurs dans A est centrée sur
A7 ssi v(T;) > 0 pour tout i.

DEFINITION 2.13. — Une valuation monomiale v sur k(T1,...,T,) est une valuation
qui est uniquement déterminée par les v(T;), via la formule

(11) v (Z aaTa> = min {Z av(T;) |« € N a, # O}

aeN"™

pour tout polynome Yy 0T € K[T1, ..., T,)].
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Le groupe des valeurs d’une valuation monomiale v est donné par A, = >, Zv(T;).
Si v est centrée sur A7, alors S,(A}) = > . Nu(T;).

LEMME 2.14. — Toute waluation v sur k(11,...,T,) telle que les v(T;) soient
Z-linéarrement indépendantes est automatiquement monomiale; de plus, son corps
résiduel k(v) coincide avec k.

Démonstration. — L’hypothese implique que les v(T) = >, a;v(7;) sont 2 a 2 distincts
lorsque « parcourt N™. Le lemme 2.2 montre donc que la relation (11) est satisfaite.
Pour voir que k(v) = k, il suffit de vérifier la propriété (ii) du lemme 2.11 avec
A:=k[Ty,...,T,]. On a GrpA # 0 ssi A € v(A\ {0}); dans ce cas, il existe un unique
a € N tel que A = Y. o\, et on vérifie aisément que GrﬁA est engendré sur k par
I'image du monome 7°*. O

LEMME 2.15. — Soit v une valuation monomiale sur k(T4,...,T,,), centrée sur A}. On
peut alors étendre v en une valuation sur k[[T1, ..., T,]], en posant (11) pour toute série
formelle.

Démonstration. — D’apres le lemme 2.8, le semigroupe S,(A}) = Y. Nv(T}) est bien
ordonné; (11) fait donc sens pour toute série formelle, et on vérifie sans peine que ceci
définit bien une valuation sur k[[T1, ..., T,]]. O

Démonstration de la proposition 2.12. — Puisque k est algébriquement clos, on peut
choisir un point fermé régulier p € X, et donc un systeme régulier de parametres
(21, ..., zn) de Ox . D’apres le théoreme de structure de Cohen [ZS60, p. 307], I'injection
k[Th,...,T,] = Ox, définie par (2, ..., z,) s’étend en un isomorphisme k[[17, ..., T;]] ~
O x,p au niveau des complétés formels. Chaque f € O x,p admet donc un développement
en série formelle f = 3" . aq2®.

Par hypothese sur S, on peut choisir Ay, ..., A\, € A5 tels que S = ). NA;. Le lemme

2.15 montre qu’on définit une valuation v sur Oy, — O x,p €N posant

v(f) :min{Zai/\i | @ € N, aa%O}.
I

Cette valuation s’étend en une valuation v sur K par le lemme 2.3. Puisque v > 0 sur
Oxp, v admet un centre £ sur X, tel que p € @ Le semigroupe des valeurs S,(X),
i.e. 'image de v : Ox¢ \ {0} = A, est par construction contenu dans S =), NJA;, et il
contient aussi chaque A\; = v(z;). On a donc bien S,(X) = S. O

Exemple 2.16 (Le cas réel). — Soient w = (wi,...,w,) € R} et 2 = (21,...,2,) un
systeme régulier de parametres en un point régulier p € X. On définit une valuation
Uy » sur k(X) en posant

Vw2 (Z aaza) = min{ZaiAi | aq # O} .

aeN"
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Le centre de v, . sur X est le point générique de (1, ., {2 = 0}, et son groupe des
valeurs est > . Zw; C R, muni de I'ordre induit par celui de R.

Ezemple 2.17 (Valuations de drapeau [Ok96], §2.1). — Appelons drapeau de sous-
variétés de X centré en un point (fermé) p € X une suite

(12) Xe={X=X0DX1D..2X, ={p}}

de sous-variétés fermées vérifiant codim X; = i, et telles que X;;; soit un diviseur de
Cartier de X; au voisinage de p. On notera que l'existence d'un tel drapeau entraine
que X est Cohen-Macaulay en p.

On définit alors une valuation vy, : k(X)* — Z", centrée en p € X, comme suit. On
choisit pour chaque ¢ une équation locale w;;1 € Oy, , de X;;1 dans X;, et on pose
pour toute f € k(X)*

UX.(f) = (OI‘Xm (fO)v OrdX2(f1)7 ) Oran(fn—l))v

ou les f; € k(X;)* sont définies par récurrence par fy := f et

—ord i (f’b)
fiq1 = <wi+1 i fi)

On voit immédiatement que le semigroupe des valeurs de vy, sur X coincide avec N™.

Xit1®

Si, comme dans la démonstration de la proposition 2.12, p € X est un point régulier
et (21,...,2,) est un systéme régulier de parametres, on définit un drapeau de sous-
variétés X, en posant X; := {z; = ... = z; = 0}, et on vérifie alors que la valuation

vx, coincide avec la valuation construite dans la démonstration de la proposition 2.12
avec A = Z" muni de 'ordre lexicographique et Ay, ..., A\, la base canonique de Z". En
d’autres termes, la valuation vy, associée a ce drapeau satisfait

vx,(f) = min{a € N" | a, # 0}

pour toute f € Ox, développée en série formelle f =" . aq2%, ol le min est relatif
a 'ordre lexicographique.

Ezemple 2.18 (Valuations de drapeau infinitésimal [LM09], §5.2)

Soient p € X un point fermé régulier et F, un drapeau
P(TXJ)) >~ szl = FO D...D anl

en sous-espaces projectifs. Si on note 7 : X’ — X D’éclatement de X en p, de diviseur
exceptionnel £ ~ P(T,), le drapeau F, définit un drapeau de sous-variétés de X',
donc une valuation de drapeau sur k(X’) ~ k(X), que I'on note v, g, .

En choisissant un systeme régulier de parametres (zy,...,2,) de Ox, dont les
différentielles en p découpent F,, on vérifie que N" est, ici aussi, le semigroupe des
valeurs de v, g, sur X.
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Remarque 2.19. — Deés que n > 2, aucune des valuations réelles de 'exemple 2.16 ne se
réalise comme valuation de drapeau. On montre en effet que ces dernieres sont de rang
(réel) m; on renvoie a [ZS60] pour cette notion, dont nous n’aurons pas 'usage dans ce
texte.

2.4. Valuations de rang rationnel maximal

Soit v une valuation sur K. Son groupe des valeurs A, = v(K™*), étant totalement
ordonné, est sans torsion, donc se plonge dans le R-espace vectoriel

‘/;)ZIAU@ZR

(lequel n’est toutefois plus ordonné). Le rang rationnel rg.rat(v) de v est défini comme
le rang du groupe des valeurs A,, i.e. le nombre maximal d’éléments Z-linéairement
indépendants de A,, qui est aussi la dimension de V,. Comme on va le voir, le rang
rationnel est au plus égal a n = tr. deg(K/k), et les valuations telles que rg.rat(v) =n
jouissent de propriétés particulieres, qui joueront un role clé dans la construction des
corps d’Okounkov.

LEMME 2.20. — Soient v une valuation sur K, et K’ un sous-corps quelconque de K
contenant k. Alors :

(i) card (v(K*)/v(K"™)) < [K : K.

(i) rg (v(K*)/v(K™)) < tr.deg(K/K').

Démonstration. — (i) [Z2S60, p. 52| Soient fi,..., frn € K* telles que les v(f;) soient
2 a 2 distincts dans v(K*)/v(K"). 11 suffit de montrer que les f; sont linéairement
indépendantes sur K’. Supposons qu’il existe ¢i,..., 9, € K’ non tous nuls tels que
g1 fi+ ...+ gmfm = 0. Par le lemme 2.2, il doit alors exister deux indices ¢ # j tels que
gi,9; # 0 et v(g:if;) = v(g;f;), et on en déduit que v(f;) —v(f;) = v(g;) — v(g;) est nul
dans v(K*)/v(K"™), contradiction.

(i) [Z2S60, p. 50] Soient fi,..., f, telles que les v(f;) soient Z-linéairement
indépendantes dans v(K*)/v(K"™). 1l suffit de montrer que les f; sont algébriquement
indépendantes sur K’. Si ce n’est pas le cas, on peut trouver un nombre fini de
coefficients non tous nuls a, € K', o = (a1, ..., ) € N, tels que > aqo fi ... fom = 0.
Par le lemme 2.2, il existe alors a # [ tels que

v(aafit o) = vlagfit o o),

et on en déduit Y, (8; — a)v(fi) = v(aa) — v(ag) € v(K™), ce qui fournit une relation
de dépendance Z-linéaire des v(f;) dans v(K*)/v(K"™). O

En appliquant le point (ii) avec K’ = k, on obtient :
COROLLAIRE 2.21. — Pour toute valuation v sur K, on a rg.rat(v) < n.

DEFINITION 2.22. — Soit v une valuation sur K. On dit que v est de rang rationnel
maximal si rg.rat(v) = n.
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La proposition suivante décrit les propriétés essentielles des valuations de rang ra-
tionnel maximal (du moins en ce qui nous concerne).

PROPOSITION 2.23. — Soit v une valuation sur K de rang rationnel maximal.
(i) Le groupe des valeurs A, est un Z-module libre de rang n.
(ii) Pour tout k-espace vectoriel E C K de dimension finie, on a

dimy E = cardv(E \ {0}).

(iii) Pour toute sous-extension de corps K'/k, la restriction de v a K' est encore de
rang rationnel mazrimal.

A propos du point (iii), rappelons au passage que l'extension de corps K'/k est
automatiquement de type fini, puisque K /k 'est.

On commence par montrer que toutes les valuations de rang rationnel maximal sont
des extensions finies de valuations monomiales.

LEMME 2.24. — Une valuation v sur K est de rang rationnel maximal ssi il existe une
extension finie K/k(Th, ..., T,) telle que la restriction dev a k(Ty, ..., T,,) soit monomiale,
avec les v(T;) Z-linéairement indépendantes.

Démonstration. — Soit v une valuation sur K de rang rationnel maximal. Par
définition, ceci signifie qu’il existe fi, ..., f, € K* telles que les v( f;) soient Z-linéairement
indépendantes. D’apres le lemme 2.20, les fonctions f; sont algébriquement indépendantes
sur k, donc induisent un plongement k(T},...,T,) < K qui est fini, puisque K/k est
de type fini avec tr.deg(K/k) = n. Comme les v(7;) = v(f;) sont Z-linéairement
indépendantes, la restriction de v a k(71, ..., T,) est monomiale par le lemme 2.14.
Réciproquement, une valuation monomiale v sur k(73,...,7,) avec les v(T;)
Z-linéairement équivalentes a pour groupes des valeurs Zv(71y) + ... + Zv(T,), donc
est de rang rationnel n, qui est aussi le rang rationnel de toute extension de v a une
extension finie de k(T1, ..., T,), d’apres le lemme 2.20. O

Démonstration de la proposition 2.23. — D’apres le lemme 2.11, (ii) équivaut a

(i) k(v) = k.

D’apres le lemme 2.24, il existe une extension finie K/K’ avec K' = k(Ty,...,T;)
telle que la restriction v de v & K’ soit monomiale, avec les v(7T;) Z-linéairement
indépendantes.

Le lemme 2.14 montre donc que

Ay =Zv(Th) + ... + Zv(T,,) =~ 2

et k(v') = k.

On va maintenant remonter ces propriétés a K. Puisque K est fini sur K’ le lemme
2.20 montre que A, est d’indice fini dans A,, ce qui donne (i). Par ailleurs, le fait
que lextension K/K’ est finie implique facilement que I’extension de corps résiduels
k(v)/k(v') est aussi finie. Mais on a vu que k(v') = k; ce dernier étant algébriquement
clos, on obtient (ii)".
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Enfin, la propriété de transitivité (iii) résulte immédiatement du point (ii) du lemme
2.20, en utilisant
rgv(K") = rg (v(K7)/v(K™)) +rgv(K")
et
tr. deg(K/k) = tr.deg(K/K') + tr. deg(K'/k).
[

Remarque 2.25. — L’inégalité d’Abhyankar-Zariski [ZS60, p. 331] stipule qu’'on a en
fait

(13) rg. rat(v) + tr. deg(k(v)/k) < n,

ce qui montre directement que rg.rat(v) = n = k(v) = k. La propriété (i) de la
proposition 2.23 est plus généralement vraie pour les valuations v telles que (13) soit
une égalité, parfois appelées valuations d’Abhyankar (|ZS60, p. 355], voir aussi [Vaq06,

p. 16]).

Remarque 2.26. — Dans [KK09, §2.2], deux types de conditions sont considérées pour
une valuation v sur K :

(i) <faithful Z™-valued valuations, qui veut dire que le groupe des valeurs est iso-

morphe a Z";

(ii) <one-dimensional leaves=, qui signifie que dim Gr)K < 1 pour tout A € A,,.
Bien que ce ne soit pas explicitement mentionné dans [KK09], on a en fait (i)==-(ii) (si
k est algébriquement clos, comme on le suppose) . En effet, d’apres la proposition 2.23,
(i) équivaut a la condition de rang rationnel maximal. Le lemme 2.20 énonce quant a
lui que (ii) équivaut a k(v) = k, et la proposition 2.23 montre donc que (i) implique (ii).

Ezemple 2.27. — Pour tout modele X de K, la proposition 2.12 (et en particulier les
valuations de drapeau et de drapeau infinitésimal des exemples 2.17 et 2.18), fournissent
des exemples de valuations sur K de rang rationnel maximal, centrées sur X. Il suffit
en effet de choisir n éléments positifs Ay, ..., A, Z-linéairement indépendants dans un
groupe totalement ordonné A adéquat, et d’appliquer la proposition 2.12a .5 := > . NA,.

Par construction, ces exemples ont la propriété que S,(X) = S est de type fini,
mais on donnera plus loin un exemple de valuation de rang rationnel maximal dont le
semigroupe des valeurs sur un modele X de K n’est pas de type fini (cf. exemple 3.13).

3. CORPS D’OKOUNKOV

Cette partie décrit le coeur de la théorie des corps d’Okounkov, selon un point de vue
proche de celui de [KK09].

Dans tout ce qui suit, X désigne une variété algébrique propre sur un corps
algébriquement clos k de caractéristique arbitraire. On note n la dimension de X et
K := k(X) son corps de fonctions. On utilise la notation additive pour les produits
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tensoriels de fibrés en droites; en particulier, pour tout fibré en droites L sur X, on
écrit mL = L®™ pour m € Z. L’algebre des sections de L est la k-algebre graduée

R(X,L):= @ H"(X,mL).

meN

3.1. Semigroupe gradué des valeurs sur un fibré en droites

Soit v une valuation sur K, de centre £ € X (dont 'existence est garantie par la
propreté de X). Rappelons que 'on note S,(X) = v(Oxg \ {0}) le semigroupe des
valeurs de v sur X, A, = v(K™*) le groupe des valeurs de v, et V, = A, ®z R le R-espace
vectoriel engendré, de dimension rg. rat(v).

Pour tout fibré en droites L sur X et toute section non nulle 0 € H°(X, L) \ {0}, on
peut définir v(o) € S,(X) de la fagon suivante. On choisit une trivialisation 7 de L au
voisinage du centre £ € X de v. Toute section non nulle ¢ de L s’écrit, au voisinage
de &, 0 = f-7avec f € Ox,¢. Toute autre trivialisation locale de L en  est de la forme
w7 ol u est une unité de Oxg¢, et v(0o) := v(f) est donc bien définie puisque v(u) = 0.

Notons que v(o) > 0 ssi o s’annule en £. Si L' est un second fibré en droites sur X
et o’ € HY(X, L)\ {0}, alors v(o ® ¢’) = v(o) + v(c’).

DEFINITION 3.1. — Soient v une valuation sur K, et L un fibré en droites sur X tel
que R(X, L) # k. Le semigroupe gradué des valeurs de v sur L est défini comme

S.(X, L) = {(m,0(0)) | m € N, o € H'(X,mL)\ {0}}
semigroupe gradué de N x V,,.

Pour toute sous-algebre graduée A de R(X, L) qui est non triviale (i.e. A # k), on
introduit plus généralement le semigroupe gradué S,(A) C N x V' des valeurs de v sur
A, défini par

Su(A) :={(m,v(0)) | meN, oeA,\{0}}.

En d’autres termes, on pose pour tout m € N
(14) So(A)m = v (An \ {0}).
En particulier, le semigroupe
N(S5,(A)) = {m € N | Sy(A) # 0}

coincide avec

N(A) = {m € N| A,, # 0}.

Remarque 3.2. — Si L est un fibré en droites sur X, on note K (L) le corps de fonctions
de l'espace total du fibré dual L*, qui contient en particulier R(X, L). Puisque L est
trivial sur un ouvert de Zariski de X, on a K (L) ~ K(T), et tout élément de K (L) s’écrit
comme quotient de fonctions rationnelles sur L* du type o(x,7) = > .y om(x) -7, ol
chaque o, est une section rationnelle de m L, nulle sauf pour un nombre fini d’indices m.
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Soit v une valuation sur K, et munissons Z x A, de l'ordre lexicographique produit,
défini par

(m1, A1) < (mg, Ay) <= (M1 < mg) ou (Mg =mg et Ay < Ag).
On étend v en une valuation
in: K(L) — Z x A,
en posant pour o(z,7) = Y,y Om(z) - 7™ comme ci-dessus
0(0) := (mo, v(om,))

avec mg = min{m € N | g,,, # 0}. On vérifie alors sans peine que

(15) 0L (AN\A{0}) = S.(A)
pour toute sous-algebre graduée A de R(X, L).
Si A est de type fini sur k (par exemple si A = R(X, L) avec L ample), X := Spec A

est une variété affine sur k£, munie d’une action du groupe multiplicatif correspondant a
la graduation de A (un cone). La valuation 0y, se restreint en une valuation sur le corps
de fonctions de X, centrée en son sommet, et son semigroupe des valeurs coincide avec

Sy (A).

La proposition suivante recense les propriétés essentielles des semigroupes gradués de
valeurs relatifs a une valuation de rang rationnel maximal. Rappelons que 1'on pose,
pour tout semigroupe gradué S, () := dimg(S) — 1. Si A est une sous-algebre graduée
non triviale de R(X, L), on note K (A) son corps des fractions, et on pose

K(A) ;= tr.deg (K(A)/k) — 1.

PROPOSITION 3.3. — Soit v une valuation sur K de rang rationnel maximal. Pour
tout fibré en droites L sur X et toute sous-algébre graduée A non triviale de R(X, L),
on a alors :

(i) Su(A) C N x 'V, est un semigroupe gradué discret (au sens de1.2);

(ii) card S,(A), = dimy A, pour tout m € N;

(i) #(S,(A)) = K(A) ;

(iv) si L est gros, S,(X, L) engendre Z x A,.

Rappelons qu’'un fibré en droites L sur X est gros ssi, pour tout fibré ample H, on a
H°(X,mL — H) # 0 pour m > 1. On renvoie a [Laz04] pour plus de détails.

Démonstration. — (i) Comme v est de rang rationnel maximal, A, est un réseau de V,,
d’apres le point (i) de la proposition 2.23. Le semigroupe S,(A), étant contenu dans
7Z x N,, engendre donc un sous-groupe discret de R x V,,, ce qui signifie par définition
que S,(A) est un semigroupe gradué discret.

(ii) Ceci résulte directement de (14) et du point (ii) de la proposition 2.23.

(iii) Soit 0y, : K(L)* — Z x A, la valuation définie dans la remarque 3.2. Puisque v
est de rang rationnel maximal sur K et que L est trivial sur un voisinage de Zariski du
centre de v sur X, il est facile de voir que v, est elle aussi de rang rationnel maximal.
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Par la propriété de transitivité (iii) de la proposition 2.23, c’est donc encore le cas de la
restriction de 0y, & K(A). Mais (15) implique que 0 (K (A)*) = ZS,(A), et on obtient
(i)

(iv) Le point (iii) donne déja que ZS,(X, L) est d'indice fini dans Z x A,,. Pour avoir
le résultat plus précis de (iv), on adapte 'argument de [LMO09, Lemma 2.2]. Puisque
A, est un groupe abélien libre de rang n, on peut choisir des fonctions rationnelles
fi, ey fn € K* telles que le groupe A, soit engendré par les v(f;).

Le conducteur ¢ := {g € Ox | g- fi € Ox,i=1,...,n} étant un faisceau cohérent
d’idéaux, on peut trouver un fibré ample H tel que Ox(H) ® ¢ admette une section
globale non nulle 7. Pour i = 1,...,n, 7 - f; définit donc une section o; € H°(X, H). On
note que v(f;) = v(o;) — v(7).

Comme L est gros, on peut maintenant choisir m € N* tel que mL — H admette une
section non nulle s ; il en résulte que S, (X, L) contient (m, v(s)+v(7)) et (m,v(s)+v(0;))
pour i = 1,...,n, et donc que ZS,(X, L) contient (0,v(f;)) pour i =1,...,n.

Ceci montre que ZS, (X, L) contient {0} x A,, et il reste donc a vérifier qu'il contient
aussi (1,0). On peut choisir H tres ample tel que H' := L + H soit aussi treés ample.
Une section non nulle s € H°(X, mL — H) avec m > 1 peut alors aussi étre vue comme
une section de (m+ 1)L — H = mL — H. Puisque H et H' sont tous deux tres amples,
chacun d’eux admet une section ne s’annulant pas sur le centre de v ; on voit donc que
(m,v(s)) et (m+1,v(s)) sont dans S, (X, L), ce qui donne bien (1,0) € ZS,(X,L). O

3.2. Corps d’Okounkov et multiplicité

On fixe dorénavant une valuation v sur K de rang rationnel mazimal. On se donne
également un fibré en droites L sur X et une sous-algebre graduée non triviale A de
R(X,L).

DEFINITION 3.4. — Le corps d’'Okounkov A, (A) de A relatif a v est défini comme la
base du semigroupe gradué S,(A) C N x V, (cf. définition 1.9).

Pour A = R(X, L), on note simplement A, (X, L) := A,(R(X, L)). Plus concrétement,
on a par (5)

(16) A (A) = {o(s) s € A4\ {0} C Vi

m>1

Il s’agit d’un convexe fermé de V. Mieux :
LEMME 3.5. — Le corps d’Okounkov A,(A) est compact.

Démonstration. — Puisque A,(A) est contenu dans A, (X, L), il suffit de montrer le
résultat pour A = R(X, L). Par le lemme de Chow [Har77, p.107], il existe un morphisme
birationnel 7 : Y — X avec Y projective. On peut alors trouver un fibré en droites
ample H sur Y tel que H — 7* L admette une section globale s sur Y. Identifiant v avec
une valuation sur k(Y) ~ k(X), on vérifie facilement que v(s) + A, (X, L) C A, (Y, H),
ce qui nous ramene a montrer que A, (Y, H) est compact.
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Le théoreme de Hilbert-Serre implique que dim H°(Y,mH) = O(m"), et donc
card S, (Y, H),, = O(m™) par le point de (ii) de la proposition 3.3. Mais le point (iii)
de la méme proposition donne x(S,(X, L)) = n, et le corollaire 1.14 montre donc que
A, (Y, H) est compact. O

Comme on l'a vu au §1.2, le sous-espace affine de V,, engendré par A,(A) est na-
turellement muni d’une structure entiere, ce qui permet de normaliser sa mesure de
Lebesgue pg,(4). On note le cas particulier important suivant :

LEMME 3.6. — S% on note p, la mesure de Lebesque de V,, normalisée par son réseau
Ay, alors pg, (x,) = po pour tout fibré en droites gros L.

Démonstration. — Posons S = S,(X, L). La structure entiere sur 'enveloppe affine
Aff(S) de A(S) ne dépend que du groupe ZS engendré par S; or on a ZS = A, par le
point (iii) de la proposition 3.3, et le résultat suit. O

Grace au corollaire 1.14, on peut maintenant énoncer le résultat fondamental suivant :

THEOREME 3.7. — Soient X une variété propre sur k et L un fibré en droites sur X .
Pour toute sous-algebre graduée non triviale A C R(X, L), la limite
lim

meN(A),m—+oo mr(A)

existe dans |0, 4+00].
Pour toute valuation v sur k(X) de rang rationnel maximal, on a de plus

i dim A,,
lim = ps,(a) (Ay(A)) .

meN(A),m—+oo mH(A)

Rappelons qu'on a posé k(A) = tr.deg(K(A)/k) — 1, et que ceci coincide avec
k(Sy(A)) d’apres le point (iii) de la proposition 3.3.

DEFINITION 3.8. — La multiplicité de A est définie comme

A) = li _—.
e(4) mEN(Al)l:rrrIL—>+oo mrA) /i (A)!

On prendra garde au fait que la multiplicité n’est en général pas un entier, ni méme
un rationnel. Le choix de normalisation est dicté par le

COROLLAIRE 3.9. — Si L est un fibré en droites gros, de volume vol(L), alors
e(R(X, L)) = vol(L) = nl i1, (A(X, L))
avec [, la mesure de Lebesgue de V,, normalisée par son réseau A,.
Ici encore, on renvoie a [Laz04] pour la définition et les propriétés du volume vol(L).

Démonstration. — L’égalité e(R(X, L)) = vol(L) vaut par définition. Le second point
résulte alors du théoreme 3.7 combiné a I'égalité g, (x,r) = ftn du lemme 3.6. O
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Remarque 3.10. — 11 existe en particulier une constante C' > 0 telle que
C'm A < dim A, < Cm"A

pour tout m € N(A) suffisamment grand. Pour A = R(X, L) et k de caractéristique
zéro, ce résultat de croissance polynomiale fut établi pour la premiere fois par Shigeru
litaka dans [lit71].

Remarque 3.11. — Avant [KK09], I'existence de la limite dans le théoreme 3.7 n’était
connue que dans les deux cas suivants :
— A est de type fini (comme conséquence du théoreme de Hilbert-Serre, voir le lemme
3.14 ci-dessous).
— le corps de base k est de caractéristique zéro, et A = R(X, L) est l'algebre des
sections d'un fibré L gros (cf. [Laz04]).

Ezemple 3.12 (Le cas des courbes). — Soit C' une courbe projective lisse, et notons g
son genre. Toute valuation sur K = k(C') est dans ce cas une valuation discrete, multiple
positif de I'ordre d’annulation v, : k(C)* — Z en un point p € C.

Un fibré en droites L tel que R(C, L) # k est nécessairement ample, de degré d > 0.
Pour tout m > 1, on affirme que S, (C, L), est constitué de md + 1 — g entiers situés
entre 0 et md (la suite des valeurs d’annulation de mL au point p).

En effet, dés que md > 2g — 2, on a h'(C,mL) = h°(C, Ko — mL) = 0 par dualité
de Serre, d’ott h°(C,mL) = md + 1 — g par Riemann-Roch ; la proposition 3.3 montre
donc que S,,(X,L) C N est de cardinal md + 1 — g. On a de plus v,(c) < md pour
toute section o € H°(C,mL) \ {0}, ce qui démontre l’assertion.

On déduit aisément de ce qui précede que A, (C,L) = [0,d] C R. Il est cependant
remarquable que, méme dans un cas aussi simple, le semigroupe S, (C, L) n’est pas de
type fini en général.

Plus précisément, la remarque 1.16 montre que S,,(C, L) est de type fini ssi il existe
m € N tel que [0,d] = Conv (%SUP(C, L)m), ce qui signifie qu’il existe une section
o € H°(C,mL) telle que v,(0) = md. On en déduit que

S, (C, L) est de type fini <= L — dp est de torsion dans Pic’(C).

D

Si g > 1 et sik est un corps non dénombrable de caractéristique 0, S,,(C, L) n’est
donc pas de type fini pour p € C tres général (i.e. en dehors d’un ensemble au plus
dénombrable).

Exemple 3.13. — En combinant l’exemple ci-dessus avec la remarque 3.2, on va
construire une surface affine X sur C et une valuation v centrée sur X, de groupe des
valeurs Z? muni de Pordre lexicographique (et donc de rang rationnel maximal), mais
dont le semigroupe des valeurs S,(X) n’est pas de type fini.

Pour ce faire, on considére une courbe projective lisse C' C P4, de degré au moins 3,
donc de genre g > 1. On pose X := C' = Spec R(C,O(1)), le cone affine sur C. Pour
p € C trés général, soit 0, la valuation sur X a valeurs dans Z? induite par v,, comme
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dans la remarque 3.2. Alors 7, est centrée au sommet de X, et S;, (X) = S,

(C,0(1))

P

n’est pas de type fini.

3.3. Interprétation géométrique de la multiplicité

Soit. A une sous-algebre graduée non triviale de ’algebre des sections R(X, L) d'un
fibré en droites L sur X. Le but de cette partie est de donner une interprétation
géométrique de la multiplicité e(A), en suivant [KK09, §3.1]. On commence par le
cas particulier suivant, celui ot la k-algebre A est de type fini, engendrée en degré 1.

LEMME 3.14. — Soit V. C H°(X, L) un sous-espace vectoriel non nul, et soit ®y :

X --» P(V*) Uapplication rationnelle définie par V.. Si l'on note (V) la sous-algebre de
R(X, L) engendrée par V, alors

k((V)) = dim &y (X)

et
e({V)) = deg Dy (X).

On entend par ®y(X) l'adhérence de I'image d’un ouvert de Zariski non vide sur
lequel ®y, est définie.

Démonstration. — D’apres le théoreme de Hilbert-Serre [Har77, p. 51-52], il suffit de
vérifier que (V') est isomorphe a l’anneau des coordonnées homogenes de @y (X).

Soit (o1, ...,on) une base de V, de sorte que ®y : X --» P(V*) ~ PV~! est donnée en
coordonnées homogenes par v (z) = [o1(x) : ... : on(z)]. Sil'on note I C k[T, ..., T,]
I'idéal homogene de @y (X), on voit donc que P(oy,...,0n8) =0 Pody =0& Pel
pour tout polynome homogene P. Comme on a par définition

(VY ={P(01,...,0n) | P € k[T, ...; TN|m}

pour tout m € N, on obtient bien (V') ~ k[T},...,Ty]/I. O

On considere maintenant le cas général :

THEOREME 3.15. — Soit A une sous-algébre graduée non triviale de R(X,L). Pour
tout m € N(A), notons

D, X -->P(A)
Uapplication rationnelle définie par le systeme linéaire A,, C H°(X,mL). On a alors

k(A) = dim D,,(X) pour tout m € N(A) suffisamment grand, et

()= lim 8 ®nlX)

meN(A),m—o0 mr(A)
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Démonstration. — Pour chaque m € N(A), notons (4,,) la sous-algebre de A engendrée
par A,,, qui satisfait N((A,,)) = Nm et

(Am)im = Im (SymlAm — Alm)

pour tout [ € N,
Etape 1. Montrons d’abord que

K(A) = K((A,)) = dim &, (X)

pour tout m € N(A) assez grand, qui est un fait bien connu. Si 'on note K(A), le
sous-corps de K(A) formé des quotients f/g avec f,g € A,, de méme degré, on voit
facilement que K(A) ~ K(A)o(T), et donc

tr.deg(K(A)o/k) = tr.deg(K(A)/k) — 1 = k(A).

Mais puisque K (A) est de type fini sur k, en tant que sous-corps de K, il est également
clair qu'on a K ((A4,,))o = K(A)o pour tout m € N(A) assez grand. Le lemme 3.14 nous
permet alors de conclure, puisqu’il implique que K ((A;,))o est le corps de fonctions de
D, (X).
Etape 2. On vérifie maintenant que
li An)) = e(A).

mEN(ASl’?,lm—)oo € (< >) 6( )
Soit v une valuation sur K de rang rationnel maximal, et posons S := S,(A). Pour
chaque m € N, le semigroupe T'(m) := S, ((A,,)) contient {m} x S,,. Comme on a

et
R((Am))!
par le théoreme 3.7, on conclut par le théoreme 1.15.

Etape 3. En appliquant, & m € N(A) fixé, le lemme 3.14 & mL et A,, ¢ H°(X,mL),
on obtient par le théoreme de Hilbert-Serre (ou par le théoreme 3.7)

: [
dim (A, ) pm = Cm + o (1)
avec d,, = dim®,,(X) et e, = deg®,,(X). Il en résulte que x({A,)) = dn et
m((An)) = en/m® et on conclut grace a I'étape 2. O
Remarque 3.16. — On trouvera dans [Jow12, Theorem C] une variante du théoreme

3.15, exprimée en termes de nombres d’intersection génériques, dans le cas ou P, est
birationnelle sur son image pour tout m € N suffisamment grand.
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4. GEOMETRIE DES CORPS D’OKOUNKOV

Le but de cette partie est d’étudier de fagon plus détaillée la géométrie des corps
d’Okounkov, suivant I'approche de [LM09]. On décrit dans un premier temps une va-
riante des corps d’Okounkov pour les classes d’équivalence numérique de diviseurs;
suivant [KLM12, AKL12, Sep12], on s’intéresse ensuite a la forme possible que peuvent
revétir les corps d’Okounkov, en particulier ceux associés aux valuations de drapeau.

On désigne par X une variété algébrique normale et projective sur un corps
algébriquement clos k de caractéristique quelconque, et on se donne une valuation v
sur k(X) de rang rationnel maximal.

4.1. Corps d’Okounkov numériques

4.1.1. Positivité numérique. — On note Div(X) le groupe des diviseurs de Cartier
de X, qui se plonge dans le groupe abélien libre Z'(X) des cycles de codimension 1 (di-
viseurs de Weil), puisque X est supposée normale. On note Divs((X) le sous-semigroupe
des diviseurs effectifs. On note également = 1’équivalence numérique sur Div(X)g,
définie par D = D’ ssi D - C = D’ - C pour toute courbe propre C' C X, et N'(X) le
R-espace vectoriel quotient, qui est de dimension finie par le théoréeme de la base.

Rappelons qu'une classe numérique § € N'(X) est grosse s’il existe un R-diviseur
effectif E tel que d — F soit ample. Un fibré en droites L est gros ssi sa classe numérique
c1(L) € NY(X) est grosse (cf. [Laz04]).

On note Big(X) C N'(X) le cone formé des classes grosses (big en anglais), qui
est convexe et ouvert. Une classe 6 € N'(X) dans son adhérence Big(X) est dite
pseudoeffective.

Enfin, une classe § € N*(X) est nef si § - C > 0 pour toute courbe propre C' C X.
Le cone Nef(X) C N'(X) des classes nef est convexe et fermé, et son intérieur coincide
avec le cone des classes amples d’apres le théoreme de Kleiman.
4.1.2. Corps d’Okounkov et équivalence numérique. — Toute valuation v sur k(X)
définit une application Z-linéaire v : Div(X) — A,, définie par v(D) = v(f) avec
f € K* une équation locale de D au voisinage du centre de v sur X. On note
que v(Divso(X)) C S,(X). Par linéarité, on obtient une application R-linéaire
v:Div(X)g — V.

Si L est un fibré en droites sur X, alors

R(X, L) 7é k <— {D € DiVZ()(X)@ | D ~Q L} 7é @,

ou D ~q L signifie qu’il existe m € N* tel que m(D — L) = div(f) avec f € k(X)*.
L’équation (16) montre que

(17) Ay(X,L) =v({D € Divao(X)g | D ~g L}).

PROPOSITION 4.1 ([LMO09], Proposition 4.1). — Si L est un fibré en droites gros, alors
Ay(X,L)=v({D € Divso(X)r | D = L}).
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En particulier, A, (X, L) ne dépend que de la classe d’équivalence numérique de L.

Démonstration. — L’inclusion

A,(X,L) C v({D € Divao(X) | D = L})

est claire par (17).

Réciproquement, soit D un R-diviseur effectif numériquement équivalent a L. Pour
voir que v(D) est dans A, (X, L), on se ramene d’abord au cas ou D est un Q-diviseur,
de la fagon suivante. Notons W C Z!'(X)g le R-espace vectoriel (de dimension finie)
engendré par les composantes irréductibles de D. Notons que tout élément de W suffi-
samment proche de D est un diviseur effectif. L’ensemble

N:={DeDiv(X)z | DeW, D=L}

est un espace affine défini sur Q, et D € N est limite d'une suite (D;) ey d’éléments
de Ng. Mais on a alors v(D) = lim;v(D;), et D; est un Q-diviseur numériquement
équivalent a L, et effectif pour 57 > 1.

On suppose donc que D est un Q-diviseur Q-Cartier numériquement équivalent a L,
et on veut voir que v(D) € A,(X, L). D’apres [Fuj83, Corollary 6.10] (voir aussi [Laz04,
Lemma 2.2.42]), on peut trouver un fibré en droites H sur X tel que H + P soit tres
ample pour tout fibré en droites nef P.

Puisque D est gros, on peut ensuite choisir my € N tel que moD soit Cartier et que
moD — H admette une section non nulle ¢ € H*(X,moD — H) \ {0}. Pour tout m € N,
on pose P, := (m + mgy)(L — D), et on observe que

(m+mo)L =mD + (m¢D — H) + (H + P,,).

Si m est suffisamment divisible, alors P, est un fibré en droites numériquement trivial ;
H + P,, est donc tres ample, et admet par conséquent une section ne s’annulant pas
sur le centre de v dans X, ce qui montre que

mu(D) + v(o) c
m —+ My

A (X, L).

Ceci étant vrai pour tout m suffisamment divisible, on obtient bien a la limite

v(D) € Ay(X, L). 0

Remarque 4.2. — Le résultat ci-dessus admet une réciproque [Jow12, Theorem A] : si
Ly, Ly sont deux fibrés en droites gros sur X tels que A, (X, Ly) = A, (X, Ly) pour toute
valuation v sur K de rang rationnel maximal (les valuations de drapeau suffisent), alors
Ll = LQ.
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4.1.3. Définition des corps d’Okounkov numériques. — La proposition 4.1 permet
déja de définir par homogénéité le corps d’Okounkov numérique d’une classe grosse
§ € N'(X)g, en choisissant m € N* et un fibré gros L tel que ¢;(L) = md, et en posant

AMm(X 6) = LA (X, L),

On étend maintenant cette définition a toute classe pseudoeffective, en suivant [LM09,
Remark 4.14].

DEFINITION 4.3. — Le corps d’Okounkov numérique global A™™(X) de X relatif a v
est défini comme l'adhérence dans V, x N*(X) de

U A(X,0) x {0}

JENT(X)pNBig(X)

Si & € Big(X) est une classe pseudoeffective, on définit son corps d’Okounkov
numérique comme la fibre

A, 0) = Az eV, | (2,0) € A(X)}
de AM™™(X) au-dessus de §.

On vérifie que A (X)) est un cone convexe fermé (et donc pas du tout un corps
convexe au sens usuel de la géométrie convexe!). On a ainsi

(18) AMB(X5) 4+ AM(X §) © AM(X S + &),

(19) ATT(X L t6) = tAY (X, 0)

pour 6,8 € N'(X) pseudoeffectives et t € R,
Les corps d’Okounkov numériques admettent la description plus directe suivante,
dont la vérification ne pose pas de difficulté :

PROPOSITION 4.4. — Pour toute classe grosse 6 € N'(X), AM™(X,§) C V, est un
convezre compact d’intérieur non vide, et on a

A (X §) = v ({D € Divag(X)g | D = 0}).

Si6 € NY(X) est seulement pseudoeffective, alors A,(X,d) C V, est un convexe compact
non vide, et
AM™(X,6) = () AR (X, 6 + <h)

e>0
pour toute classe ample h € N'(X).
On en déduit par exemple que
(20) d € Nef(X) = 0 € AJ"™(X,9).

Réciproquement, on note que si 0 € AM™ (X, §) pour tout v, alors § est nef.

Un fibré en droites L sur X avec R(X, L) # k est en particulier pseudoeffectif, et
on a A,(X,L) C A (X, L); cette inclusion est cependant stricte en général, méme
quand L est nef :
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Ezemple 4.5. — On se place sur k = C. Une construction classique due a Serre (décrite
par exemple dans [DPS94, Example 1.7]) exhibe un exemple de courbe projective lisse
C' dans une surface projective lisse X sur C, avec la propriété que X \ C soit Stein en
tant que variété analytique complexe (i.e. réalisable comme une sous-variété analytique
fermée d'un CV), sans étre affine comme surface algébrique (i.e. non plongeable comme
sous-variété algébrique fermée d’un CV).

On a en fait (C?) = 0, de sorte que C est nef, et X \ C' n’admet aucune fonction
réguliere non constante, ce qui implique immédiatement que

{D S DiVZo(X>@ | D ~Q C}
est réduit a C elle-méme. Si le centre de v sur X est contenu dans C, (17) montre

donc que A,(X,C) = {v(C)} avec v(C) # 0; mais 0 € A" (X, C) par (20), d’on
A(X,C) C AM (X, C).

4.1.4. Volume et dimension numériqgue. — Rappelons que la fonction volume vol :
N'(X) — R, est une fonction continue, avec

vol(§) > 0 <= § € Big(X)
pour toute classe § € N'(X), et telle que vol(d) = (6™) si § est nef (cf. [Laz04]).

PROPOSITION 4.6. — Si on note u, la mesure de Lebesque de V,, normalisée par son
réseau A, alors vol(§) = n! u, (AM™™(X,4)) pour toute classe grosse § € N*(X).

Démonstration. — Pour § € N'(X)g N Big(X), le résultat découle du corollaire 3.9.
Dans le cas général, (18), (19) et l'inégalité de Brunn-Minkowski montrent que
d = pu, (AM™ (X §)) est log-concave sur Big(X), et donc continue puisque ce cone est
un ouvert convexe. On conclut par densité. O

Rappelons également que la dimension numérique d’une classe nef § € N'(X) est

définie comme
v(6) =max {p € N| (6" - h"7P) # 0},
ot h € N*(X) est une classe ample quelconque. Comme vol(§ + eh) = (6 + eh)™, on a
aussi
v(6) = max {p € N | vol(§ + eh) > cc" P, ¢ > 0},

qu'on peut prendre comme définition de la dimension numérique v(d) d’une classe
pseudoeffective quelconque 6 € N'(X) [Nak04]. On a en particulier v(§) = n ssi § est
grosse.

Remarque 4.7. — D’apres [Lehl11], cette notion de dimension numérique coincide avec
celle de [BDPP04], i.e. on a

v(6) = max{p € N | (6") # 0},

ou (d?) € NP(X) désigne la classe d’intersection mobile définie dans [BDPP04] dans le
cas complexe, et dans [BFJ09] en général.
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LEMME 4.8. — Pour toute classe pseudoeffective 6 € N'(X) on a
dim AM™(X,6) < v(9).

Démonstration. — Si on pose d := dim AXM™ (X, §) et A := A" (X, h) pour une classe
ample donnée h € N'(X), lexistence des volumes mixtes montre que g, (A™™(X,4) +
eA) ~ g% D’apres la proposition 4.6, on a donc vol(§ + eh) > ce? avec ¢ > 0, et on
conclut par définition de v/(9). O

Si L est un fibré en droites sur X, sa dimension d’litaka x(L) coincide avec la di-
mension de A, (X, L), et l'inclusion A,(X,L) C A (X, L) redonne donc l'inégalité
standard k(L) < v(L) entre dimension d’litaka et dimension numérique.

Comme on le verra dans I'exemple 4.14, 'inégalité dim A" (X, ) < v(0) est stricte
en général lorsque & € Big(X) est pseudoeffective ; la proposition 4.15 ci-dessous donne
cependant :

PROPOSITION 4.9. — [l eziste une valuation v sur k(X) de rang rationnel maximal,
telle que dim A™™ (X, §) = v(8) pour toute classe nef § € N*(X).

4.2. Corps d’Okounkov relatifs aux valuations de drapeau

Comme on I’a vu dans I'exemple 2.17, un drapeau de sous-variétés
Xe={X=XoDX;D..2X,={p}}

définit une valuation de rang rationnel maximal vy, : k(X)* — Z", centrée en p € X et
ayant N comme semigroupe des valeurs sur X . On supposera ici que X; est globalement
un diviseur de Cartier de X;_; (et pas seulement au voisinage de p). On note pour
simplifier X;|y la classe d’équivalence linéaire définie par Oy, ,(X;)|y, pour toute sous-
variété Y C X,_1.

De méme, d’apres I'exemple 2.18, tout drapeau F, en sous-espaces linéaires de P(Tx )
pour un point fermé régulier p € X définit une valuation de rang rationnel maximal
Up.r, t kK(X)* — Z", ayant également N comme semigroupe des valeurs sur X.

Pour toute classe pseudoeffective 6 € N*(X), on notera simplement

AR (5), Al(8) C R

les corps d’Okounkov numériques relatifs a vx, et v, p, .

PROPOSITION 4.10. — Posons, pour tout drapeau X de sous-variétés de X et toute
classe pseudoeffective § € N1 (X),
AnXe.f((S) = m {fE < RZ_ ’ (6 — f,Ele — .. IEZXZ) ‘Xifl c Nef(XZ,l)}
1<i<n
et
Aggff(é) = ﬂ {.CU c Ri ‘ (5 - .ﬁUle — ... l‘lX,L) |Xi71 S B_lg(lel)} .

1<i<n
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Alors A (6) et Agﬁff(é) sont des convexes compacts, et on a
AKI(8) € AR (6) € AR(0).

Démonstration. — Puisque les cones nef et psef de N'(X;) sont convexes et fermés,
A¥H(L) et Ag’gff(L) le sont aussi. Il suffit donc de montrer que Aggff([/) est borné. Choi-
sissons pour ce faire un diviseur ample H sur X. Si (z1, ..., z,) appartient a Aggff(L),
alors le nombre d’intersection ((L — z1X7) - H"™') ., calculé sur X, est positif, donc

. n—1
0<mz < u
(Xl - H" )X
est borné ; on obtient de méme que
0< g < ((L - Qlel — ... xi—lXi—l) . Hn_i)Xi71
- (X - Hn_i)xi_l 7

ce qui montre par récurrence sur ¢ = 1,...,n que les z; sont bornés.

En utilisant la proposition 4.4, on voit facilement que les deux inclusions a montrer
se ramenent au cas ol § est la classe d'un fibré en droites gros L.

On commence par vérifier que A, (L) C Ag(sff([,). Soit 0 € H°(X,mL)\{0} et posons
v(o) = (ay, ..., a,). D’apres (16), il s’agit de voir que (%, ..., %) ¢ Ag(s.ef(L), ce qui revient

x,_, est pseudoeftectif pour s = 1, ...,n. Mais ¢ induit,

adire que (mL—a; X7 —...—a; X;)
par définition de vy, , une section non nulle dans HO(Xi_l, mL—a; Xy — ... — a; X;) pour
chaque i = 1, ..., n, et le résultat suit.

Montrons maintenant que A% (L) C Ay, (L). On peut bien supposer quil existe
(21, ...,2,) € R} tel que (L —21X1 — ... — ;X;)
remplacer L par L + cH avec H ample et € > 0, on se ramene donc au cas ou 'ouvert

1<i<n

x,_, soit nef pour i = 1, ..., n. Quitte a

Xi—1 ample}

est non vide ; dans ce cas,
ﬂ {a: cQl | (L -2 Xy — ... —2:.X5) | x,_, ample}
1<i<n

est dense dans Ar)‘(e.f(L) ; il suffit donc de montrer que tout x € Q% tel que L — 21X, —
.. —x; X est ample sur X; 1 pour i = 1,...,n appartient & Ay, (L). Puisque L — 21 X7 —
.. — 1, X, est ample sur X,,_1, on peut trouver m,, grand et divisible et une section dans

HY(X,_1,m,(L —2:X; — ... — ,X,,)) ne s’annulant pas en p, qui induit une section
on € HO(anl,mn(L — Ile — ... Inlenfl))
telle que ordy, (0,,) = m,x,. Puisque L — 21 X; — ... — 2,1 X, est ample sur X,, o, on

peut maintenant choisir m,,_; grand et divisible tel que o0]'"~' s’étende en une section
dans H*(X,,_o,my_1mu(L —2:X; — ... — ,_1X,,_1)), qui induit une section

Op-1 € HO(an%mnflmn(L - ill'le e T xananZ))
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telle que ordx, ,(0n-1) = Mp_1Mmpx,—1. En continuant de la sorte, on aboutit a une
section

o1 € H(X, my..m, L)
telle que vy, (01) = my..my(xq, ..., z,), et on en déduit que x = (x1,...,x,) appartient

bien a Ax. (L) ]

Ce résultat nous permet maintenant de préciser la géométrie de certains corps
d’Okounkov, suivant [KLM12, AKL12, Sep12].

COROLLAIRE 4.11. — Soit § € N'(X) une classe pseudoeffective, et notons (ey, ..., e,)
la base canonique de R".
(1) Si 0 est nef, et si le drapeau Xo vérifie X; = HiN...NH; pouri=1,...,n—1 avec
Hy,..,H, 1 =6 des diviseurs effectifs, alors

AX™(6) = Conv {0, ey, ...,en—1,(6")en} .
(i) Si chaque X; tel que dim X; > 2 est une variété homogéne, alors
AR () = AKI(0) = AR (0).
(iii) Soit Fy un drapeau de sous-espaces linéaires de P(Tx,) pour un point fermé

régqulier p € X, et notons m : X' — X [’éclatement de X en p, de diviseur excep-
tionnel E ~ P(Tx,). Pour toute classe nef & € N'(X), AMEN(0) est alors coincé

entre
{(a:l, ey @y) €ERY | 770 — 21 E € Nef(X'), 20+ ... + 2, < xl}
et
{(xl, wntn) ERY | 770 — 2 E € m, T+ ...+ x, < xl} )
Démonstration. — Sous 'hypothese de (i), on a
deg (0 — 1 X1 — oo — 2, X)) |x, . = (A — 21 — . — Ty1) — Ty,

ce qui montre que (6")(x1+...+x,_1) +x, < (6") pour tout x € Aggff((S), et donc aussi
1+ ...+x; <1lpouri=1,...,n— 1. Mais alors

(5 — I’le — .. — szz) |Xi—1 = (1 — L1 — ... — xi)5|Xi_1

est aussi nef pour i = 1,...,n — 1. On voit donc que Ag(sff(é) C A%¥(4), et on conclut
grace a la proposition 4.10 que

AR () ={z e R} | (") (@1 + ... + Tpo1) + 70 < (")} = Conv {0, €1, ..., €n1, (6")en } -

(i) Si X; est homogene, alors tout diviseur effectif sur X; est automatiquement nef’;
ceci est aussi vrai pour la courbe X,,_;. L’hypotheése donne donc Ag’ﬁff(d) = A¥(4), et
on conclut par la proposition 4.10.

(iii) Notons X le drapeau de sous-variétés de X’ défini par F,. On a alors
Ox;(=X7)|x; =~ O(1) sur X| ~ P! et Oy, ,(X;) ~ O(1) pour i > 1; le résultat
découle maintenant de la proposition 4.10. O
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Ezemple 4.12 (Corps d’Okounkov simplicial [Sep12, AKL12])
Le point (i) du corollaire 4.11 montre que, pour tout fibré en droites ample L sur X
il existe un drapeau X, tel que Ay, (L) soit un simplexe.

Ezemple 4.13 (Corps d’Okounkov non polyhédral [KLM12], Example 3.4)

On se place sur k£ = C. On va construire un fibré ample L sur une variété projective
lisse X de dimension 3 et un drapeau X, de sous-variétés lisses tels que Ay, (L) ne soit
pas polyhédral.

Soit C' C P? une cubique lisse générale, de sorte que le nombre de Picard de la surface
abélienne C' x C vaille 3. Posons X :=P? x C, X, := C x C, et choisissons une courbe
lisse Xy C X7 linéairement équivalente a

F1 + F2 + dlag(C X C),

avec Iy, Fy les fibres des deux projections C' x C' — (. Le cone nef de X est de
dimension 2, donc polyhédral ; celui de X; coincide avec une des composantes du cone
de lumiere de la forme d’intersection, donc est un cone quadratique (non polyhédral).
En prenant par exemple L := Opz,p2(3, 1)|x, on vérifie alors facilement que A%/ (L)
n’est pas polyhédral.
Comme X et X; sont homogenes, le point (ii) du corollaire 4.11 donne par ailleurs
AR(L) = A¥I(L), et on a donc 'exemple souhaité.

Ezxemple 4.14. — On considere, comme dans ’exemple 4.5, I'exemple de Serre C' C X.
Pour tout p € X \ C et tout drapeau F, = {q¢ € P(Tx,)}, on va montrer que
AZEH(C)={0}, de sorte que

dim AYEN(C) < v(C) = 1.

D’apres le point (iii) du corollaire 4.11, si 'on note 7 : X’ — X D’éclatement de X
en p € X \ C, de diviseur exceptionnel FE, il suffit de vérifier que 7*C' — 1 E n’est
pseudoeffectif sur X’ pour aucun x; > 0.

On va montrer ceci via un argument analytique, en s’appuyant sur [DPS94, Example
1.7]. Rappelons pour ce faire que si Y est une variété projective lisse sur C, une classe
§ € NY(Y) — HM(Y,C) est pseudoeffective ssi elle peut étre représentée par un courant
positif fermé. La propriété clé démontrée dans loc. cit. est que le courant d’intégration
[C] est le seul courant positif fermé cohomologue a C.

S’il existe x1 > 0 tel que 7*C — x1 F est pseudoeffectif, on peut trouver un courant
positif fermé T sur X' tel que T + z1[E] représente la classe de cohomologie de 7*C.
Il est alors standard de voir que T+ z1[E] = 7©*S avec S := 7, (T + z1[E]). Mais S
est cohomologue a C, donc S = [C] d’apres la propriété clé. On obtient ainsi [7*C| =
m[C] =T + x1[E], dou 7*C > 21 E, ce qui contredit p ¢ C.

PROPOSITION 4.15. — Soit X, un drapeau ample, au sens ou X, 1 est un diviseur
ample de X; pour i =0,....n — 1. Pour toute classe nef 6 € N'(X), on a alors

dim A¥™(9) = v(0).
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En utilisant les résultats de [Lehll], on peut sans doute étendre ce résultat a une
classe pseudoeffective quelconque.

LEMME 4.16 (|[LMO09], Proposition 4.16). — Soit X, un drapeau de sous-variétés
de X, et posons 'Y := X1, avec le drapeau induit Yo défini par Y; == X, 1. Pour toute
classe nef 6 € N*(X), on a

ARE(8) 1 ({0} x R™) = AR (3ly).

Démonstration. — Par la proposition 4.4, on se ramene au cas ou ¢ est la classe d’'un
fibré en droites ample L sur X. La fleche de restriction H°(X, mL) — H°(Y,mL) est
alors surjective pour tout m > 1, et il est immédiat d’en déduire que

Sx.(L)m N ({0} x R™™) = Sy, (Lly )m
pour tout m > 1. On peut alors montrer sans trop de peine que

Ax, (L) N ({0} x R*™1) = Ay, (L]y),
voir [LMO09, Proposition A.1]. O
Démonstration de la proposition 4.15. — Le drapeau Y, induit sur Y := X; est aussi

ample. On peut supposer que v(J) < n. Puisque Y C X est un diviseur ample, on voit
alors que v(d|y) = v(J). Par récurrence sur la dimension, on a donc

dim Ay (3]y) = v(dly) = v(9),

d’ott dim AR™(0) > v(§) par le lemme 4.16, et on conclut grace au lemme 4.8. O
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