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MODELES ET LAMINATIONS TERMINALES
[d’aprés Minsky et Brock-canary-Minsky]|

par Cyril LECUIRE

INTRODUCTION

En paraphrasant Minsky, on peut dire que la conjecture des laminations terminales
répond a la question suivante : est-ce qu'une variété hyperbolique de dimension 3 dont
le groupe fondamental est de type fini est uniquement déterminée par sa géométrie
asymptotique ? Les travaux sur les invariants de bouts initiés d’une part par Ahlfors et
Bers et d’autre part par Thurston permettent, d'une certaine facon, de quantifier cette
géométrie asymptotique et de donner un énoncé précis a cette conjecture.

Jetons un coup d’ceil a ces invariants. Soit N une variété hyperbolique de dimen-
sion 3 dont le groupe fondamental est de type fini. C’est-a-dire que N est une variété
de dimension 3 orientable munie d’une métrique riemannienne compléte dont toutes les
courbures scalaires sont égales a —1. D’aprés la conjecture dite de sagesse, prouvée par
Agol et Calegary-Gabai (|Ag| et [CG|), N est homéomorphe a U'intérieur d’une variété
compacte M. Pour simplifier, supposons que N n’a pas de pointes paraboliques. Dans
ce cas, comme nous le verrons dans la section 1.1, les bouts de /N sont en correspon-
dance avec les composantes de M. Ces bouts sont classés en deux types auxquels sont
associés deux types d’invariants. A un bout géométriquement fini (voir partie 1 pour les
définitions) est associée une structure conforme sur la composante de OM correspon-
dante et & un bout géométriquement infini est associée une lamination géodésique (elle
aussi sur la composante correspondante de 9M). La collection des structures conformes
et des laminations géodésiques ainsi produites par les bouts de N constitue ce qu’on
appelle les invariants de bouts de N. Remarquons que ces invariants vivent sur M, on
peut donc comparer les invariants de bouts de deux variétés hyperboliques différentes
pourvu qu’elles soient homéomorphes a l'intérieur de la méme variété compacte. On dit
que deux telles variétés ont le méme type topologique. La conjecture des laminations
terminales (qui est désormais un théoréme), énoncée par Thurston (|[Th2|), se formule
de la maniére suivante :

THEOREME 0.1 (Théoréme des laminations terminales). — Une wvariété hyperbolique
dont le groupe fondamental est de type fini est uniquement déterminée par son type
topologique et ses invariants de bouts.
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En d’autres termes, deux variétés hyperboliques NV et N/ qui sont homéomorphes et
ont les mémes invariants de bouts sont isométriques (par une isométrie dans la classe
d’homotopies de ’homéomorphisme entre N et N').

Un certain nombre de cas particuliers ont été traités par Minsky (|[Mil], [Mi2], [Mi3])
et une preuve pour toutes les variétés indécomposables est donnée dans [Mi4] et [BCM1].
Les arguments pour le cas général sont désormais connus et largement acceptés bien
que l'article correspondant soit encore en cours de rédaction. Bowditch a donné une
preuve différente bien que suivant le méme schéma général (|[Bow3|, [Bow4| et [Bowb5]),
c’est-a-dire que sa preuve repose aussi sur la construction d’une variété modéle (qui est
différente de celle de Minsky). Une approche différente, au sens ot elle n’introduit pas
de variété modele, a été annoncée dans [BB1].

Dans cet exposé, nous allons essayer de donner aux lecteurs des éléments pour com-
prendre comment obtenir des informations sur la géométrie d’une variété hyperbolique
a partir de ses invariants de bouts et a quoi peut servir le type d’informations ainsi
acquises. Aprés avoir défini les bouts et leurs invariants, nous expliquerons des résultats
de Minsky et Bowditch qui font le lien entre des propriétés géométriques d’une variété
hyperbolique et ses invariants de bouts. Ceci nous conduira naturellement & expliquer,
dans un cas simple, la construction de la variété modéle de Minsky. Nous présenterons
ensuite un certain nombre de résultats dont les preuves utilisent cette variété modele
ou des variantes.

1. BOUTS DES VARIETES HYPERBOLIQUES DE DIMENSION 3

Dans cette premiére partie, nous allons définir les bouts des variétés hyperboliques,
leurs types et leurs invariants. Nous décrirons ensuite deux exemples classiques pour
illustrer ces concepts et nous conclurons par un apercu de la preuve du théoréeme des
laminations terminales.

1.1. Bouts relatifs aux pointes paraboliques

En suivant Bonahon (|Bon|), nous allons partir de la définition de Freudenthal (voir
[Fr]) d’'un bout d’un espace topologique X. Un bout b de X est une famille d’ouverts
connexes (U;);e; avec les propriétés suivantes :

1. Pour tout i, U; est de frontiére compacte mais n’est pas relativement compacte.
2. Pour tous i et j, il existe £ tel que Uy, est contenu dans U; U U;.
3. La famille (U;);e; est maximale pour les propriétés 1 et 2.

On munit 'union de X et de ’ensemble de ses bouts d’une topologie en prenant pour
voisinage d’un bout b = (U;);e; la famille des ouverts U; U b. Par abus de langage on
appellera voisinage du bout b dans X chacun des ouverts U;.
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Nous noterons H? I’espace hyperbolique de dimension 3, i.e. I'unique variété hyperbo-
lique simplement connexe de dimension 3. Le revétement universel de toute variété hy-
perbolique N de dimension 3 est isométrique & H?. Le choix d’une telle isométrie induit
une représentation p : m (M) — Isom(H?). On déduit du lemme de Margulis ([KM])
qu'il existe une collection p(mw;(M))-invariante d’horoboules dans H? qui sont deux a
deux disjointes et « centrées » aux points fixes des isométries paraboliques de p(m;(M)).
La projection de chacune de ses horoboules sur N est un voisinage d’une pointe para-
bolique. Un tel voisinage est homéomorphe au produit d’une demi-ligne (0,00) avec
soit un tore de dimension 2, soit un anneau ouvert. La réunion de ces voisinages des
pointes dans N est appelée la partie cuspidale de N et son complémentaire la partie
non-cuspidale, que nous noterons Ny. Un bout de N relatif aux pointes paraboliques
est un bout de la partie non-cuspidale Ny. Dans la suite nous considérerons uniquement

des bouts relatifs aux pointes paraboliques et nous les appellerons simplement bouts
de N.

Un ceeur pour une variété M (non-compacte) de dimension 3 est une sous-variété
C C M telle que I'inclusion C' < M est une équivalence d’homotopie. Lorsque le groupe
fondamental de M est de type fini, un théoréme de Scott ([Sc|) garantit 'existence
d’un coeur compact. Un tel coeur compact n’est pas unique mais McCullough, Miller et
Swarup (|[MMS]) ont démontré que deux cceurs compacts différents sont homéomorphes.
Remarquons que deux tels cceurs ne sont cependant pas nécessairement isotopes, par
exemple un coeur compact dans un bretzel ouvert peut étre noué.

Pour une variété hyperbolique N, un ceur compact relatif (aux pointes paraboliques)
C C Ny est un coeur compact qui est bien positionné vis-a-vis des pointes paraboliques,
c’est-a-dire que l'inclusion (C,C'NINy) — (Np, ONp) est une équivalence d’homotopie.
L’existence d'un cceur compact relatif a été démontrée par McCullough ([Mc]).

Etant donné un ceeur compact relatif C, chaque composante de Ny — C' est un voisi-
nage d’un bout de N. On a ainsi une correspondance biunivoque entre les bouts de N et
les composantes de Ny — C' (voir [Bon|) et donc entre les bouts de N et les composantes

de 9C' — (C'NON,).

Un bout de N est topologiquement sage s’il a un voisinage homéomorphe a .S x (0, 00),
S étant une surface de type fini. Dans les années 70, Marden a conjecturé qu’une va-
riété hyperbolique N dont le groupe fondamental est de type fini est homéomorphe a
I'intérieur d’une variété compacte. Cette conjecture, dite de sagesse, a été résolue indé-
pendamment par Agol et Calegary-Gabai (|[Ag| et [CG]). Il s’ensuit que tous les bouts
d’une variété hyperbolique dont le groupe fondamental est de type fini sont topologi-
quement sages.

Soit NV une variété hyperbolique de volume infini dont le groupe fondamental est de
type fini. D’aprés ce qu’on vient de voir, N est homéomorphe & 'intérieur d’une variété
compacte M. De plus N posséde un cceur compact relatif C' homéomorphe & M. Ceci
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nous permet de plonger 0C' — (C'N INy) dans OM et d’obtenir une correspondance bi-
univoque entre les bouts de N et des sous-surfaces disjointes de M de facon que chaque
bout b est homéomorphe & S x (0,00), S étant la sous-surface de M correspondant au
bout b.

Un bout de N est géométriquement fini s’il a un voisinage qui ne rencontre aucune
géodésique fermée. Si tout voisinage d'un bout b rencontre une géodésique fermée alors
b est géométriquement infini. Dans les deux sections qui suivent nous allons définir les
invariants associés a chacun de ces types de bouts.

1.2. Invariants des bouts géométriquement finis

Un groupe kleinien est un sous-groupe discret de PSL(2,C). Comme PSL(2,C) est le
groupe des isométries de H? qui préservent 1'orientation, toute variété hyperbolique est
isométrique au quotient de H? par un groupe kleinien sans torsion et, réciproquement,
le quotient de H? par un groupe kleinien sans torsion est une variété hyperbolique. Dans
la suite nous supposerons par défaut que les groupes kleiniens que nous considérons sont
sans torsion, de covolume infini et ne sont pas abéliens.

Prenons pour H? le modeéle de la boule unité ouverte int(B?) C R3. L’ensemble limite
Ar d’un groupe kleinien I est 'adhérence dans S2. = dB? (la sphére a l'infini) de I'orbite
d’un point de int(B?). Le domaine de discontinuité Qr de I' est le complémentaire dans
S2 de Ar. Un élément de PSL(2,C) (ou transformation de Mdbius) est a la fois une
isométrie de H® qui préserve l'orientation et une transformation conforme de S% = C.
Le groupe kleinien T' agit donc sur S2 par transformations conformes. Cette action
est proprement discontinue sur Qr. Il s’ensuit que le quotient Qr/T" est une surface de
Riemann. D’aprés un théoréme d’Ahlfors (JAh]), si ' est de type fini, alors Qr/T" est
une union finie de surfaces de type fini. On peut voir Qr/T" comme le bord & l'infini
OsN de la variété quotient N = H?/T.

Le coeur convexe C(I') de la variété quotient H?/T' est le quotient de I'enveloppe
convexe E(Ar) de l’ensemble limite de I'. Il n’est pas trés difficile de montrer qu’un
bout de H3/v est géométriquement fini si et seulement s’il a un voisinage disjoint de
C(T"). De plus on peut choisir un coeur compact relatif Cy de fagon a ce que 9C(I') N N
soit une réunion de composantes connexes de I’adhérence de 9Cy — dNy. On a ainsi
une correspondance biunivoque entre les bouts géométriquement finis de H?/T" et les
composantes connexes de 0C(I').

Notons V. C H? I'ensemble des points de H? a distance au plus ¢ de E(Ar); cet
ensemble est strictement convexe et pour e petit, son quotient V. /I" est homéomorphe
au coeur convexe C'(I'). De la stricte convexité de V. on déduit que chaque point de Qr
est le « centre » (i.e. le point de contact avec S?00) d’une horoboule qui est tangente & V,
en un (unique) point. L’application qui envoie chaque point de Q2 sur cet unique point
de tangence fournit un homéomorphisme I'-équivariant entre Qr et dV,.. On en déduit
un homéomorphisme entre Qr/I" et OC(I') — Cy. Ainsi a chaque bout géométriquement
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fini de la variété quotient est associée une structure conforme sur une composante de
0C (") — Cy appelée structure conforme a linfini.

1.3. Invariants des bouts géométriquement infinis

L’invariant associé a un bout géométriquement fini est une lamination géodésique.
Commengons par définir un tel objet.

Soit S une surface munie d’une métrique hyperbolique compléte de volume fini. Une
lamination géodésique L C S est un fermé qui est réunion disjointe de géodésiques
complétes plongées dans S. Une géodésique compléte plongée contenue dans L est une
feuille de L. L’exemple le plus simple de lamination géodésique est une géodésique
fermée simple mais, génériquement, l'intersection d’une lamination géodésique et d’un
arc est un ensemble de Cantor. Une lamination géodésique L est minimale si toute
feuille de L est dense dans L. Toute lamination géodésique est la réunion d’un nombre
fini de laminations minimales et de feuilles isolées.

Ainsi définie, une lamination géodésique dépend de la métrique choisie sur S. Le
lemme classique suivant permet de s’abstraire de cette dépendance.

LEMME 1.1. — Soient sy et sy deux métriques hyperboliques completes d’aires finies
sur S. Alors il existe un homéomorphisme naturel entre [’espace des laminations géodé-
siques pour la métrique s, et l’espace des laminations géodésiques pour la métrique So
(ces deuz espaces étant munis de la topologie de Hausdorff).

Un bout de N est simplement dégénéré s'il a un voisinage U homéomorphe & .5 x (0, co)
et sl existe une suite de surfaces f, : S — U hyperboliques (i.e. la métrique sur S
induite par f,, est hyperbolique) qui sort de tout compact et telle que f,,(.S) est homotope
a .S x {0}. Thurston, Bonahon et Canary (|Thl], [Bon|, [Ca]) ont montré que tout bout
topologiquement sage et géométriquement infini est simplement dégénéré. En combinant
ce résultat avec la résolution de la conjecture de sagesse mentionnée plus haut, on
déduit qu’un bout géométriquement infini d’'une variété hyperbolique dont le groupe
fondamental est de type fini est simplement dégénéré. Pour un tel bout, on considére
une suite ¢, C S de courbes fermées simples telle que la longueur de f,(c,) est bornée
(I'existence d’une telle suite de courbes est garantie par le lemme de Bers, [Be|). On
extrait ensuite une sous-suite de maniére que ¢,, converge pour la topologie de Hausdorff.
La limite de {¢, } est une lamination géodésique qui contient une unique sous-lamination
minimale \,. Bonahon ([Bon|) a montré que A, ne dépend pas du choix de la suite ¢,.
Il s’agit donc d’un invariant du bout b que l'on appelle la lamination terminale de b.
Remarquons que le fait que 'image de f,, sort de tout compact entraine que A, remplit
la surface S au sens ot chaque composante de S — )\, est soit simplement connexe, soit
un anneau, voisinage d'une pointe de S'; on dit que \, est arationnelle.

Soit N une variété hyperbolique de dimension 3 qui est homéomorphe & l'intérieur
d’une variété compacte M. Chaque bout de N a un voisinage de la forme S x (0, 00) ot
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S est une sous-surface de M et un invariant lui est associé qui est soit une structure
conforme sur 9, soit une lamination géodésique arationnelle sur S.

On appelle invariants de bouts de N la collection des structures conformes a 'infini
des bouts géométriquement finis de N et des laminations terminales des bouts géomé-
triquement infinis.

1.4. Décomposition « épaisse-fine »

Dans la suite il sera utile au lecteur de savoir ce qu’est un tube de Margulis. Comme les
sections précédentes contenaient essentiellement des définitions maintenant classiques,
le moment parait opportun pour présenter la décomposition « épaisse-fine » des variétés
hyperboliques.

Soient N une variété hyperbolique compléte et x un point de N. Le rayon d’injectivité
injy(z) de x dans N est le rayon de la plus grande boule ouverte de N centrée en x
qui est isométrique a une boule de H?. La partie e-épaisse N2¢ de N est 1’ensemble
des points en lesquels le rayon d’injectivité est supérieur a € et la partie e-fine N=¢,
I’ensemble des points en lesquels il est inférieur & e. D’aprés le lemme de Margulis,
il existe une constante €, qui dépend de la dimension n de N, appelée constante de
Margulis, telle que pour tout € < ¢, chaque composante de la partie e-fine de N est
ou bien un voisinage d’une pointe parabolique ou bien un voisinage régulier d'une
géodésique fermée de longueur inférieure a e. Un tel voisinage d'une géodésique fermée
est appelé un tube de Margulis.

Lorsque N est de dimension 3, un tube de Margulis peut étre paramétré par une paire
(A, 7) € (C,R) avec Re A > 0 et r > 0, de la fagon suivante : T(A, r) est le quotient d'un
r-voisinage dans H? d’une géodésique L par une isométrie hyperbolique d’axe L et de
distance de translation complexe A. On appellera r la profondeur du tube.

1.5. Deux exemples

Nous allons présenter deux exemples classiques pour illustrer les deux types de bouts.
Pour ces deux exemples, on notera S une surface compacte sans bord de genre supérieur
a 2.

Considérons une représentation p : m(5) — PSL(2,R) C PSL(2,C), fidéle et dis-
créte. Une telle représentation est dite fuchsienne. La variété quotient N, = H?/p(7(S5))
est homéomorphe & S X R et son caeur convexe C'(p) est une surface totalement géodé-
sique homéomorphe a S. On en déduit que N, a deux bouts géométriquement finis. Ces
deux bouts ont la méme structure conforme & l'infini (modulo changement d’orientation)
qui est donnée par la surface hyperbolique H?/p(7(9)).

Pour le deuxiéme exemple, on considére un difféomorphisme ¢ : S — S qui est
pseudo-Anosov, c’est-a-dire que pour toute courbe fermée simple ¢ C S, la famille
{"(c)|n € Z} contient une infinité de classes d’homotopie (cf. [Th4|, voir aussi [Ot]).
Notons Ty, le tore d’application de v, i.e. la variété quotient de S x [0, 1] par la relation
(x,0) ~ (¢¥(x),1), Vo € S. D’aprés le théoréme d’hyperbolisation de Thurston ([Th3],
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voir aussi |Ot]), T}, admet une métrique hyperbolique compleéte, i.e. il existe une (unique
d’aprées le théoréme de rigidité de Mostow [Mo]) variété hyperbolique N,, homéomorphe
a Ty. La métrique hyperbolique de Ny, se reléve au revétement cyclique S x R — Ty
en une métrique hyperbolique compléte sur S x R. Notons NN la variété hyperbolique
ainsi produite. Par définition, N est homéomorphe a S x R. Comme N, n’a pas de
paraboliques, N n’en a pas non plus et elle a donc deux bouts b" et b~ dont des
voisinages sont S X (0,00) et S x (0,—00) respectivement. Choisissons une courbe
fermée simple ¢ C S que nous plongeons dans M, par I'intermédiaire de I'inclusion
S =5 x {3} C My et notons c* la géodésique de Ny dans la classe d’homotopie de c.
Considérons la suite {c, }nez C N des relevés successifs de ¢*, ¢, est homotope a ¥™(c)
dans N, ~ S x R. Chaque voisinage de b" contient tous les ¢, pour n assez grand
tandis que chaque voisinage de b~ contient tous les ¢, pour —n assez grand. On en
déduit que les deux bouts de n sont géométriquement infinis et que leurs laminations
terminales sont des points d’accumulation de {¢"(c)} pour n — 400 et n —» —o0.
De tels points d’accumulation sont appelés laminations stable et instable de 1.

1.6. Bref apercu de la preuve

Insistons un peu sur ce qu’il faut surtout retenir des sections 1.1, 1.2 et 1.3. Soit
N une variété hyperbolique de dimension 3 dont le groupe fondamental est de type
fini. D’apres [Ag| et [CG|, N est homéomorphe & 'intérieur d’une variété compacte a
bord M. A chaque parabolique de N, on associe un anneau ou un tore sur M, on obtient
ainsi une sous-surface P C dM. Chaque composante connexe de OM — P correspond
a un bout de N auquel est associé un invariant, une structure conforme si le bout
est géométriquement fini ou une lamination géodésique si le bout est géométriquement
infini. La collection de ces invariants ainsi définis sur OM — P forme les invariants de
bouts de .

Rappelons que le théoréme des laminations terminales nous dit qu’une variété hyper-
bolique dont le groupe fondamental est de type fini est uniquement déterminée par son
type topologique et ses invariants de bouts. Nous allons maintenant décrire le schéma
général de la preuve de Brock-Canary-Minsky.

Dans le cas d’une variété de volume fini, il n’y a pas de bouts (relatifs aux pointes
paraboliques) et donc pas d’invariants de bouts. La conjecture est alors résolue par le
théoréeme de rigidité de Mostow-Prasad (|Mo], [Pr]).

Le cas d'un variété N géométriquement finie, i.e. dont tous les bouts sont géométrique-
ment finis, découle de la théorie des déformations développée notamment par Ahlfors,
Bers, Kra, Marden et Maskit (voir [BK] pour une vue d’ensemble de ces résultats).

La preuve du théoréme 0.1 dans le cas général fait appel & deux ingrédients : la
construction d’une variété modéle & partir des invariants de bouts et un théoréme de
rigidité de Sullivan ([Sul]) dont on utilise la version qui suit.
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THEOREME 1.2. — Soient deuz groupes kleiniens I' et I. Un homéomorphisme quasi-
conforme qui conjugue I' et IV et qui est conforme sur le domaine de discontinuité de T’
est une transformation de Mobius.

Une variété modele M, est une variété de dimension 3, dotée d’une métrique rie-
mannienne par morceaux et d’'une structure conforme a l'infini, qui ne dépend que des
invariants de bouts v (et du type topologique) de la variété N que 'on considére. C’est
une variété modele pour N s’il existe un homéomorphisme bilipschitzien f : M, — N
qui s’étend en une application conforme a l'infini.

Si on admet 'existence de variétés modéles, la preuve du théoréeme des laminations
terminales tient en quelques lignes. Etant données deux variétés hyperboliques N et N’
qui ont le méme type topologique et les méme invariants de bouts v, on a, d’aprés
[Mi7], [BCM1]| et [BCM2], une variété modéle M, commune aux deux. On en déduit
un homéomorphisme bilipschitzien A : N — N’. De plus h s’étend en une application
conforme de 9 N vers O, N'. Tout relevé h de h a N = H? s’étend en une application
quasiconforme et équivariante de S2 qui est conforme sur le domaine de discontinuité
de N. On déduit alors du théoréme de rigidité de Sullivan (théoréme 1.2) que h est
isotope a une isométrie, ce qui permet de conclure.

2. INVARIANTS DE BOUTS ET GEOMETRIE DES VARIETES

Dans cette partie nous allons évoquer un certain nombre de relations entre les inva-
riants de bouts d’une variété et sa géométrie. Ensuite nous expliquerons la construction
de la variété modele de Minsky et de ’application bilipschitzienne sur un exemple
simple. Aussi bien la description des relations entre invariants de bouts et géométrie
que la construction de la variété modeéle se font par l'intermédiaire du complexe des
courbes que nous allons tout de suite définir.

2.1. Le complexe des courbes

Le complexe des courbes introduit par Harvey (|Har|) joue un réle majeur dans la
preuve de la conjecture des laminations terminales, aussi bien dans les arguments de
Brock-Minsky-Canary que dans ceux de Bowditch. Remarquons que ce complexe est
aussi trés utile pour ’étude des groupes modulaires des surfaces de Riemann.

Pour simplifier I’'exposé, nous allons seulement définir le 1-squelette du complexe des
courbes que 1'on appelle le graphe des courbes.

Soit S une surface de type fini de caractéristique d’Euler négative qui n’est pas
une sphére a 3 trous. On autorise ici les surfaces & bord. Un sommet du graphe des
courbes est une classe d’homotopie de courbes simples qui ne peuvent pas étre homo-
topées dans une pointe de S ni dans une composante de 95 (on dit que ces courbes
sont non-périphériques). Deux sommets distincts sont reliés par une aréte si les classes
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d’homotopies correspondantes peuvent étre réalisées par des courbes d’intersection mi-
nimales (i.e. avec deux points d’intersection si U'intérieur de .S est une sphére a 4 trous,
un point d’intersection si l'intérieur de S est un tore percé et disjointes si S est une
autre surface, cf. Figure 1). On fait de ce graphe un espace de longueurs en fixant la
longueur de chaque aréte a 1. L’espace métrique ainsi obtenu est le graphe des courbes.
Remarquons que le graphe des courbes n’est pas localement compact.

FIGURE 1. 2 sommets adjacents dans les graphes des courbes de différentes surfaces.

Masur et Minsky dans [MM1] ont montré que le graphe des courbes est hyperbolique
au sens de Gromov (voir aussi [Bowl]), c’est-a-dire que les triangles géodésiques sont
uniformément finis. Un espace hyperbolique a un bord & l'infini bien défini et Klarreich
(IK1], voir aussi [Ham|) a démontré que le bord & l'infini du graphe des courbes est
homéomorphe a I'espace des laminations géodésiques arationnelles muni de la topologie
de Thurston. Il a été démontré par Gabai (|Ga|) que le bord a l'infini du graphe des
courbes est connexe par arc (voir aussi [LS]).

2.2. Le théoréme de la borne a priori

Le théoréme de la borne a priori permet de déduire des invariants de bouts une
collection de courbes de longueurs bornées.

Dans cette section, pour simplifier les énoncés, nous allons prendre un exemple. Soit
N une variété hyperbolique de dimension 3 qui est homéomorphe & un fibré en droites
S X R sur une sphére a 5 trous S. Cette variété est homéomorphe a lintérieur de
S x [0, 1] ou S est une sphére de laquelle on a retiré cinq disques ouverts disjoints. On
supposera que chaque composante de 08 x [0, 1] correspond a une pointe parabolique et
que N n’a pas d’autres pointes paraboliques. La variété N ainsi définie a deux bouts que
nous supposerons géométriquement infinis, on dit qu’une telle variété (homéomorphe
a un fibré en droites sur une surface et qui a précisément 2 bouts qui sont tous deux
géométriquement infinis) est doublement dégénérée. Les invariants de bouts de N sont
deux laminations géodésiques arationnelles distinctes v+ et v~ sur S. Dans des notes
d’exposés ([Mi6]), Minsky a détaillé la construction de la variété modéle M, et d’une
application lipschitzienne M, — N pour cet exemple.
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Pour énoncer le théoréme de la borne a priori, il faut introduire le concept de hié-
rarchie dans le graphe des courbes, concept sur lequel nous reviendrons dans quelques
lignes. Pour commencer nous allons en présenter une version simplifiée qui, dans le cas
de 'exemple décrit ci-dessus, s’énonce de la facon suivante :

THEOREME 2.1 (Théoréme de la borne a priori, version allégée)

Il existe une constante B telle pour tout sommet ¢ du graphe des courbes G(S) qui se
trouve sur une géodésique joignant vt a v—, la longueur de la géodésique fermée de N
dans la classe d’homotopie de ¢ est inférieure a B.

Ce résultat est vrai en général (i.e. pour toute surface S de caractéristique d’Euler
négative qui n’est pas une spheére a 3 trous) si on remplace « géodésique » par « géodé-
sique tendue » et si on ajoute que L dépend de S. Remarquons également que, le graphe
des courbes n’étant pas localement compact, I'existence d’'une géodésique joignant v*
a v~ ne se déduit pas directement de son hyperbolicité. Des résultats d’existence et de
finitude des géodésiques (tendues) joignant deux points idéaux ont été démontrés dans
[MM2] et dans [Bow1]. Dans le cas de la sphére a 5 trous, ces résultats nous disent qu’il
y a un nombre fini de géodésiques joignant v* et v~.

Grace au théoréme 2.1, nous obtenons, en partant des invariants de bouts, une col-
lection de courbes de longueurs bornées dans N. En fait, le théoréme 2.1 est lié aux
invariants de bouts simplement du fait que ces invariants ont, en quelque sorte, une
longueur bornée. Pour expliquer cette idée plus avant, énongons une généralisation du
théoréme 2.1.

THEOREME 2.2 (|Bow2, Théoréme 1.5]). — Soient L > 0 une sous-surface compacte
(et essentielle) Y de S et deux sommets ct, ¢= de G(Y') tels que des courbes fermées
de N dans les classes d’homotopie des composantes de OY, de ¢t et de ¢, ont des
longueurs inférieures a L. Alors il existe une constante B > 0 qui ne dépend que de L
telle que pour tout sommet ¢ du graphe des courbes G(Y') qui se trouve sur une géodésique
joignant ¢t a ¢, la longueur de la géodésique fermée de N dans la classe d’homotopie
de c est inférieure a B.

A nouveau, ce résultat est vrai en général si on remplace « géodésique » par « géo-
désique tendue » et si on ajoute que B dépend aussi de S.

On a vu précédemment que v et v~ sont les limites de suites {c;}'} et {c,, } de courbes
fermées simples qui sont représentées dans N par des géodésiques de longueurs bornées.
Comme on peut choisir pour la borne sur leur longueur une constante qui ne dépend

que de S, le théoréme 2.1 se déduit du théoréme 2.2 par passage a la limite en prenant
Y =25.

Le théoréme 2.1 fournit une collection de géodésiques de longueurs bornées dans N.
Nous allons utiliser le théoréme 2.2 sur des sous-surfaces pour trouver encore plus de
courbes dans N qui ont une longueur bornée.
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Soit ¢ C G(S) une géodésique joignant vt a v~ . Choisissons un sommet ¢ de G(5)
sur cette géodésique et notons ¢ et ¢~ ses voisins dans g. Par définition, ¢t et ¢~ sont
contenus dans la composante Y. du complémentaire de ¢ qui est une sphére a 4 trous
(l’autre composante est une sphére a 3 trous). Le théoréme 2.1 nous fournit une borne
supérieure sur la longueur des géodésiques de N dans les classes d’homotopie de ¢, ¢t
et ¢—. Notons g. une géodésique de G(Y.) joignant ¢ a ¢~ ; on appellera géodésique
subordonnée a g en c une telle géodésique. Le théoréme 2.2 nous fournit alors une borne
supérieure pour la longueur des géodésiques de N dans les classes d’homotopie des
sommets de g,.

En construisant pour chaque sommet ¢ de g une géodésique g. subordonnée a g en c,
i.e. une géodésique de G(Y.) qui joint les voisins de ¢, on obtient ce que Masur et Minsky
appellent une hiérarchie (voir Figure 2). Comme on vient de le voir, les théorémes 2.1 et
2.2 nous fournissent une borne supérieure pour la longueur de la géodésique de N dans la
classe d’homotopie de chaque sommet de cette hiérarchie. Ceci est en fait la conclusion
du théoréme de la borne a priori ([Mi6, §6] et [Mi7, Lemma 7.9|) dont I'énoncé 2.1
n’était qu’une version édulcorée.

géodésiques subordonnées

géodésique principale

FIGURE 2. Hiérarchie.

Lorsque S est une surface de caractéristique d’Euler plus petite que celle d'une sphére
a b trous, la construction d’une hiérarchie est plus élaborée (voir [MM2] et [Mi7]) mais
la conclusion du théoréme de la borne a priori est la méme (i.e. les longueurs des géo-
désiques dans les classes d’homotopie des sommets d’une hiérarchie sont uniformément
bornées).

2.3. Projection sur les sous-surfaces et courbes courtes

Toujours dans le but d’illustrer les liens entre les invariants de bouts de N et leur
géométrie, nous allons maintenant expliquer comment ces invariants permettent de
repérer les géodésiques qui sont courtes. Pour cela il nous faut définir les projections
sur les sous-surfaces.
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Soit S une surface munie d’'une métrique hyperbolique compléte de volume fini. Soient
Y C S une surface compacte a bord totalement géodésique qui n’est pas un pantalon
et ¢ C S une géodésique simple fermée qui intersecte transversalement au moins une
composante de Y. Prenons une composante k de ¢cNY et notons V un petit voisinage
dans S de la réunion de k et des composantes de OF qui contiennent les points de 0k (il y
a une ou deux telles composantes). Chaque composante de 9VNY est une courbe fermée
simple contenue dans Y. Chacune de ces courbes, si elle est non-périphérique, définit
un sommet du graphe des courbes G(Y'), nous appellerons ces courbes des projections
de ¢ sur G(Y). Bien qu’on puisse avoir beaucoup de telles courbes, il n’est pas difficle
de voir que le nombre de points d’intersection entre deux projections de ¢ sur G(Y) est
inférieur a 4. Il s’ensuit que leur distance dans G(Y) est au plus 9 ([MM1, Lemma 2.1]).
L’ensemble des projections de ¢ sur G(Y') a donc un diamétre uniformément borné.

Les deux résultats suivants vont nous montrer comment, par le biais des projections
sur les sous-surfaces, les invariants de bouts permettent de connaitre les courbes courtes
d’une variété hyperbolique. Fixons d’abord quelques notations. Etant données une sur-
face S et une représentation fidéle et discréte p : m(S) — PSL(2,C), nous noterons
G(p, L) 'ensemble des courbes fermées simples sur S dont les représentants géodésiques
dans H?/p(m(S)) ont une longueur inférieure & L. On peut voir G(p, L) comme un
ensemble de sommets du graphe des courbes. Etant donnée une sous-surface Y C S es-
sentielle de S, nous noterons diamy (G(p, L)) le diamétre de I’ensemble des projections
sur G(Y) des éléments de G(p, L) qui intersectent Y de maniére non triviale. Le résultat
suivant montre qu’une sous-surface Y, sur laquelle la projection de G(p, L) a un grand
diamétre, a un bord de petite longueur.

THEOREME 2.3 ([Mi4])). — Etant données une surface S et des constantes e > 0 et
L >0, il existe K > 0 tel que, si p: m(S) = PSL(2,C) est une représentation fidéle
et discrete et Y C S est une sous-surface essentielle, alors :

diamy (G(p, L)) > K = (,(0Y) <e.

Dans cet énoncé on a utilisé la notation suivante : pour une courbe fermée ¢ C S,
(,(c) est la longueur dans la variété quotient N, = H?/p(m1(S)) de I'unique géodésique
fermée dans la classe d’homotopie de c.

Le résultat suivant est une sorte de réciproque au théoréme 2.3. Etant donnée une
sous-surface Y C S essentielle de S, on définit les projections d’une lamination géo-
désique v sur G(F') comme on a défini les projections d’une courbe fermée simple. On
note Iy (v) C G(Y') l'ensemble des projections de v sur Y. Pour deux courbes fermées

simples ou deux laminations v, u C S et une sous-surface essentielle Y C S, on note
dy (p,v) = diam(Ily (u) U Ily (v)). D’aprés Minsky ([Mi5]), on a :

THEOREME 2.4 (|[Mi5])). — Soient p : m1(S) — PSL(2,C) une représentation fidéle et
discréte doublement dégénérée dont les invariants de bouts sont vt et v~ et K > 0 une
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constante. Il existe une constante € > 0 qui ne dépend que de K et du type topologique
de S telle que, si ¢ C S est une courbe fermée simple, alors :

sup(dy (v, v7)) < K = {,(c) > €,
Y

le supremum étant pris sur toutes les sous-surfaces dont le bord contient ¢ et pour
lesquelles dy (v, v™) est défini.

Remarquons que, pour que ce théoréme soit correct, on doit définir dy (v*,v ™) aussi
dans le cas ot Y est un anneau. Nous renvoyons le lecteur & [MM2] pour cette définition.

D’aprés [Bon|, si une courbe de N ~ S x R est trés courte alors elle se projette
sur S en une courbe fermée simple. On déduit alors des théorémes 2.3 et 2.4 qu'une
géodésique de N est trés courte si et seulement si elle borde une surface sur laquelle
les projections de v et v~ sont trés éloignées. Si on revient a l'exemple de la section
précédente dans lequel S est une sphére a 5 trous, on déduit du théoréme 2.4 et du
théoréme 2.5 ci-dessous que si une courbe est suffisamment courte dans N alors c’est
un sommet de toute hiérarchie entre v et v~

THEOREME 2.5 (Image de la géodésique bornée, [MM2, Theorem 3.1|)

Si'Y est une sous-surface essentielle de S et g est une géodésique dans G(S) dont
tous les sommets intersectent Y de maniére non triviale, alors la projection de l'image
de g sur G(Y') a un diamétre uniformément borné.

2.4. Géodésiques subordonnées et régions produits

Dans cette derniére section portant sur les liens entre les invariants de bouts de N
et sa géométrie, nous allons montrer comment des géodésiques subordonnées dans la
hiérarchie sont associées a de grandes « régions produit » de la variété N.

Soient S une surface de type fini et N une variété hyperbolique homéomorphe a
S x R. Considérons une suite {c,} de sommets de G(S) et B > 0 tels que, pour tout n,
la géodésique ¢ de N dans la classe d’homotopie de ¢, a une longueur inférieure a B.
Comme un compact de N ne contient qu’'un nombre fini de géodésiques fermées de
longueur inférieure a B la suite ¢, C N finit par sortir de tout compact. En particulier,
pour tout N € N, on a d(cf,cy) — oo. Avec un argument de passage a la limite,
on peut obtenir une version plus quantitative de cette observation (|[BB1, Proposition
8.16]) :

PROPOSITION 2.6. — Etant données une surface S de type fini et des constantes L, D,
il existe N > 0 telle que toute représentation fidéle et discréte p : m(S) — PSL(2,C)
a la propriété suivante : un compact K C N, de diamétre inférieur a D intersecte au
plus N classes distinctes d’homotopie de lacets de longueurs inférieures a L.

Reprenons I'exemple de la section 2.2. C’est-a-dire que N est une variété doublement
dégénérée qui est homéomorphe & un fibré en droites S x R sur une sphére a 5 trous.
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A nouveau on notera v, v~ les laminations terminales de N. Soit g C G(S) une géo-
désique joignant vt et v,

En combinant la proposition 2.6 avec le théoréme de la borne a priori (théoréme 2.2),
on va expliquer comment une hiérarchie entre v+ et v~ permet de décrire la géométrie de
certains morceaux de N. Considérons un sommet ¢ d’une géodésique g joignant v+ a v~
dans G(5). Notons ¢t et ¢~ les deux sommets voisins de ¢ dans g et Y, la composante
connexe de S — ¢ qui les contient. Supposons que ¢t est trés loin de ¢~ dans G(Y,),
c’est-a-dire qu'une géodésique g. subordonnée a g en ¢ a beaucoup de sommets. D’aprés
le théoréme 2.3, la géodésique ¢* C N dans la classe d’homotopie de ¢ est trés courte,
en particulier elle est au coeur d’un tube de Margulis trés profond. D’apreés le théoréme
2.2 et la proposition 2.6, parmi les géodésiques de N dans les classes d’homotopie des
nombreux sommets de g, il y en a (au moins) deux qui sont trés éloignées dans N ;
appelons-les a* et b*. Notons U la réunion d’un tube de Margulis autour de c* et de
voisinages des pointes de V.

On construit une surface F, immergée dans un voisinage de a* (ou d’un tube de
Margulis autour de a* si a* est courte) telle que F, est homotope & H et que le bord
de F, est contenu dans QU (par exemple & partir d'une surface plissée). On construit
de la méme maniére une surface [} avec les mémes propriétés vis-a-vis de b*. Comme
a* est loin de b*, F, est loin de F,. On en déduit qu’il existe entre F,, Fy et OU une
sous-variété de grand diametre homéomorphe & Y, x 1.

On voit ainsi qu’a chaque géodésique subordonnée suffisamment longue est associée
une sous-variété de N qui est homéomorphe a Y x I (Y étant une sphére a 4 trous) et
a un grand diamétre.

2.5. Une variété modéle

Pour construire une variété modeéle a partir des invariants de /V, on utilise la hiérarchie
évoquée plus haut et des briques élémentaires. Nous allons & nouveau nous placer dans
le cas de notre exemple ot N est une variété hyperbolique de dimension 3 doublement
dégénérée qui est homéomorphe & un fibré en droite sur une sphere a 5 trous S x R et
suivre [Mi6] dans la construction de la variété modéle.

Le squelette du modele est une hiérarchie entre v et v~ dont la construction a été
évoquée dans la section précédente. Rappelons que dans le cas d'une spheére & 5 trous,
elle est constituée d’une géodésique principale joignant v & v~ et de géodésiques su-
bordonnées : pour chaque sommet ¢ de la géodésique principale g, si on note c¢* et ¢~
les deux sommets voisins de ¢ dans g et Y. la composante connexe de S — ¢ qui les
contient, une géodésique g, subordonnée & g en c est une géodésique de Y, qui joint ¢t
a ¢ . En choisissant une géodésique g entre v et v~ et une géodésique subordonnée
pour chacun des sommets de g, on obtient une hiérarchie h entre v* et v~ (Figure 2).
A chaque aréte d’une géodésique subordonnée, on va associer une brique élémentaire et
on va ensuite coller ces briques les unes aux autres.
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Dans le cas de notre exemple, la brique élémentaire, que suivant Minsky nous ap-
pellerons bloc, est définie comme suit. Notons H une sphére de laquelle on a o6té
quatre disques ouverts (H est donc une surface compacte a bord). Soient d*,d~, deux
courbes sur H qui s’intersectent en deux points (comme sur la figure 1, dessin de
gauche) et DT, D~ des voisinages réguliers de d* et d~. Un bloc B est homéomorphe a
Hx[-1,1]—= (D" x(3,1JUD~ x (=%, —1]). Le bord d’un tel bloc se décompose en 4 pan-
talons « horizontaux » (les composantes connexes de (H—D%)x{1} et (H—D~)x{—1})
et 4 anneaux. On choisit une métrique sur la brique élémentaire B qui vérifie les deux
propriétés suivantes :

— Chacun des pantalons sur le bord de B est isométrique a un pantalon hyperbolique

dont chaque composante de bord a une longueur égale a 1.
— Chacun des anneaux sur le bord de B est euclidien et les cercles géodésiques sur
cet anneau ont une longueur égale a 1.

Dans la suite nous schématiserons un bloc comme sur la figure 3; les 4 segments

horizontaux qui sont épaissis sur la figure correspondent aux 4 pantalons.

pantalons

FIGURE 3. Schéma d’un bloc.

Soient A une hiérarchie entre v et v~ et ¢ un sommet de la géodésique principale
de h. Soient s, s~ deux sommets adjacents de la géodésique g. subordonnée & ¢ en c.
On associe un bloc By a I'aréte s de g, qui joint sT & s~ et on fixe un homéomorphsime
de Y, vers l'intérieur de H qui envoie st sur dt et s~ sur d~. Deux blocs sont collés 1'un
a l’autre en identifiant des pantalons horizontaux de I'un avec des pantalons horizontaux
de l'autre suivant les schémas de la figure 4 (les deux arétes épaissies dans la hiérarchie
correspondent aux deux blocs qui sont recollés sous chaque schéma).

On obtient ainsi une variété M, [0] munie d’une métrique riemannienne par morceaux.
Remarquons que le choix de la métrique sur B permet de garantir que les recollements
de blocs peuvent étre réalisés par des isométries et que les composantes de 9M,,[0] sont
des tores et des anneaux euclidiens dont une longitude a pour longueur 1. La variété
M,,[0] ainsi obtenue est naturellement homéomorphe a un produit S x R duquel ont été
retirés les voisinages de courbes correspondant aux sommets de la hiérarchie et les fibres
au-dessus de voisinages des pointes de S. En particulier on a un plongement naturel
M,[0] < S x R. La construction de la hiérarchie permet de garantir qu'une courbe ¢
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FIGURE 4. Recollement de blocs.

n’apparait qu'une seule fois (cf. [Mi6]) et donc que deux tores différents dans le bord
de M, [0] ne sont pas homotopes dans S x R.

On remplit ensuite chacun des tores qui composent le bord de M, [0] par un tube de
Margulis T(A, ) (cf. Section 1.4). Remarquons que le plongement naturel de M, [0] dans
S X R fixe les méridiens de chacune des composantes de dM,,[0]. Ceci garantit que pour
chaque tore T, (correspondant au sommet ¢ de la hiérarchie) dans le bord de M, [0], il
y a une unique paire (A, r) pour laquelle T, peut étre remplie par un tube de Margulis
T. =T\, ).

Le variété ainsi obtenue est homéomorphe a S x R, S étant une sphére dont on a
oté 5 disques ouverts. Pour conclure la construction, on colle par une isométrie une

pointe parabolique le long de chaque composante de 98 x R. On obtient ainsi la variété
modéle M,,.

Pour le cas plus général d’un produit en droite sur une surface de type fini, la construc-
tion est essentiellement la méme, mais la hiérarchie est plus complexe et il y a deux
types de blocs. Dans le cas général d’une variété hyperbolique dont le groupe fonda-
mental est de type fini, on construit une variété modeéle pour un voisinage de chacun
des bouts, ce qui est suffisant puisque le complémentaire des bouts est compact.

2.6. L’application lipschitzienne

Nous allons maintenant expliquer la construction de l'application bilipschtzienne
f + M, — N en nous concentrant sur le role des résultats des sections 2.2, 2.3 et
2.4 et en passant sur de nombreux détails. Cette construction, commencée dans |[Mi7|
et achevée dans [BCM1], conduit au théoréme suivant :
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THEOREME 2.7. — Soient S une surface compacte et N une variété hyperbolique ho-
méomorphe a S x R dont la collection des invariants de bouts est v. Il existe une
application bilipschitzienne f : M,, — N.

Dans la section précédente, nous avons défini un modeéle M, pour la variété N
que nous avons pris comme exemple dans de nombreuses sections de cet exposé. Par
construction on a un homéomorphisme naturel f : M, — N a partir duquel nous allons
maintenant construire une application bilipschitzienne.

Le bord de chaque bloc se décompose en 4 pantalons. Notons P un de ces pantalons;
chaque composante de P correspond a un sommet de la hiérarchie. On change f par
une homotopie de fagon qu’elle envoie chaque composante de 9P sur le bord d’un tube
de Margulis autour de la géodésique correspondante ou sur la géodésique correspondante
si elle n’est pas courte. D’aprés le théoréme 2.1, I'image de chaque composante de 9P
a une longueur uniformément bornée. En utilisant ce fait et des outils développés par
Thurston ([Thl], une surface plissée en 'occurrence), on change f de fagon que sa
restriction & P est uniformément lipschitzienne (i.e. la constante ne dépend pas de P).
On fait de méme pour chaque pantalon sur le bord de chaque bloc. A nouveau en
utilisant des résultats et outils dus a Thurston, on change ensuite f de fagon & ce que
sa restriction a chaque bloc soit uniformément lipschitzienne.

On a ainsi obtenu un application (propre et de degré 1, cf. [Mi7]) f: M, — N dont
la restriction & M, [0] est lipschitzienne et telle que f(M,[0]) est contenu dans la partie
e-épaisse pour une constante € qui ne dépend que de S.

On utilise ensuite I'observation suivante : un tube T, = T(\,r) C M, est trés profond
si et seulement si la géodésique ¢* C N correspondante est trés courte. En effet, d’aprés
les théoréemes 2.3 et 2.4, ¢* est trés courte si et seulement si ¢ borde une surface S
sur laquelle la distance entre les projections de v* et de v~ est grande. D’un autre
coté, r est grand si et seulement si un méridien sur le bord de T, est trés long. Ceci se
produit dans deux cas : lorsque le bord de T, intersecte de nombreux blocs ou lorsque
le méridien tourne de nombreuses fois autour de la longitude de longueur 1. Dans les
deux cas on déduit de la construction de la hiérarchie qu’il existe une sous-surface de S
bordée par ¢ sur laquelle la projection de v™ est loin de la projection de v~.

Cette observation nous permet d’étendre f aux tubes de Margulis les moins profonds
de M, en une application lipschitzienne. On se retrouve ainsi avec une application
f: M, — N qui envoie précisément les tubes de Margulis les plus profonds de M, sur
les tubes de Margulis les plus profonds de N (tout cela est bien évidemment quantifié
dans [Mi7|) et est lipschtzienne sur le reste de M,,.

L’étape suivante consiste a changer f de facon que sa restriction au complémentaire
des tubes les plus profonds de M, soit bilipschtzienne sur son image. Pour cela, on a
besoin de faire un peu de topologie, en utilisant en particulier les travaux d’Anderson-
Canary (|[AC]), pour obtenir une application qui ne tourne pas autour des tubes de
Margulis et on a surtout besoin de montrer que f préserve suffisamment bien 'ordre
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des blocs de M,,. Ce dernier point est obtenu en développant des arguments apparentés
a ceux présentés dans la section 2.4.

Pour finir, on montre qu’'une application dont la restriction a la « partie épaisse »
de M, est bilipschitzienne peut étre étendue en une application bilipschtzienne
f:M,— N.

3. D’PAUTRES RESULTATS ET D’AUTRES MODELES

Dans cette derniére partie, nous allons présenter des corollaires du théoréme des
laminations terminales et de sa preuve. Nous évoquerons aussi d’autres résultats dont
les preuves utilisent la variété modele de Minsky ou des variantes.

3.1. Déformations des groupes kleiniens

Soit S une surface fermée (i.e. compacte sans bord) de genre supérieur a 2. L’espace
des déformations kleiniennes de w1 (S) que nous noterons AH (S) est I'espace des classes
de conjugaison de représentations fidéles et discrétes m(S) — PSL(2,C). Clest aussi
I’espace des variétés hyperboliques homéomorphes a S x R. Cet espace est muni de la
topologie quotient de la topologie compacte ouverte sur hom(m (S), PSL(2,C) qui est
appelée topologie algébrique. On sait (cf. |BK, Exposé 4|, [Mr| et [Su2|) que 'intérieur
de AH(S) est homéomorphe & T(S) x T(S) (T(S) désignant I'espace de Teichmiiller
de S), 'homéomorphisme étant donné par les structures conformes a U'infini. Par contre
la topologie de 'ensemble AH(S) tout entier reste mystérieuse. Par exemple, jusqu’a
la résolution de la conjecture des laminations terminales, on ne savait pas montrer que
AH(S) est la fermeture de son intérieur. Cette question est connue sous le nom de
conjecture de densité de Bers-Sullivan-Thurston. Désormais on a la réponse suivante :

THEOREME 3.1 (|[BCM1|). — Soit S une surface fermée de genre g > 2, alors AH(S)
est la fermeture de son intérieur.

La preuve de ce théoréme utilise la résolution de la conjecture de sagesse (|Bon| dans
ce cas), un résultat de compacité qui généralise le théoréme de la limite double (|Th3],
voir aussi [Ot]) et le théoréme des laminations terminales. La méme question se pose
pour tout groupe kleinien de type fini et sa résolution est 'objet des articles [NS] et
[Oh].

La topologie de AH(S) n’est pas bien comprise notamment parce qu’elle est compli-
quée. Par exemple Bromberg ([Bm]|) et Magid (|[Mg]) ont montré que AH (S) n’est pas
localement connexe. Comme on a essayé de l'illustrer dans les sections 2.2, 2.3 et 2.4,
les travaux de Minsky autour de la conjecture des laminations terminales permettent
de tirer des informations géométriques sur une variété en partant de ses invariants de
bouts. En particulier, dans certains cas, ils offrent la possibilité de déterminer les in-
variants de bouts et donc la limite d’une suite {p,} C AH(S) (cf. [BBCM2]). Tel est
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le cas d’une suite dont la limite est quasiconformément rigide : une représentation fi-
deéle et discréte p : m(S) — PSL(2,C) est quasiconformément rigide si elle n’a pas de
déformations quasiconformes, i.e. toute représentation qui est conjuguée a p par une
application quasiconforme est conjuguée & p par une transformation de Mobius.

THEOREME 3.2 (|[BBCM1|). — Soient S une surface fermée de genre g > 2 et p un
point quasiconformément rigide de AH(S). Alors AH(S) est localement connexe en p.

Un autre exemple d’application de ce type d’idées se trouve dans les travaux d’Oh-
shika et Soma (|OS]) qui ont étudié les limites géométriques des groupes quasi-fuchsiens
en utilisant des variétés modéles, légérement différentes de celles de Minsky.

2. Rigidité et application de Cannon-Thurston

Le théoréme de rigidité suivant est un autre corollaire du théoréme des laminations
terminales et de sa preuve.

THEOREME 3.3 (|[BCML1|). — Si deux représentations py, ps € AH(S) sont conjuguées
par un homéomorphisme ¢ de C qui préserve l’orientation, alors elles sont quasiconfor-
mément conjuguées. De plus, si ¢ est conforme sur Q(py), alors il est conforme.

Pour prouver ce théoréme on commence par construire un homéomorphisme quasi-
conforme ¢ : C — C qui conjugue p, & une représentation p, qui a la méme structure
conforme a U'infini que p; (avec le théoréme de Riemann mesurable [AB|). On montre
ensuite que les laminations terminales de p; et pf, peuvent étre « lues » dans leurs
ensembles limites. L.’homéomorphisme v o ¢ force alors p)(m(S)) & avoir les mémes
laminations terminales que p;(m1(S5)). Le théoréme des laminations terminales permet
de conclure.

L’argument qui permet de montrer que ph(m(S)) et pi(m1(S)) ont les mémes lami-
nations terminales est apparenté aux résultats de Mahan ([Mh2|) sur les applications
de Cannon-Thurston. Mentionnons tout d’abord un résultat d’existence d’une telle ap-
plication qui va nous permettre d’introduire sa définition.

THEOREME 3.4 ([Mhl]|). — Soit S une surface fermée de genre g > 2 et soil
p: m(S) = PSL(2,C) une représentation fidéle et discréte. Alors il existe une appli-
cation équivariante et continue du bord & linfini (au sens de Gromouv) de m(S) vers
[’ensemble limite de p.

L’application 0,m(S) — A, ainsi obtenue est appelée une application de Cannon-
Thurston (la premiére application de ce type ayant été construite dans [CT]). Elle est
reliée aux laminations terminales par le fait suivant (|[Mh2|) : elle identifie les points
correspondant aux extrémités des relevés des feuilles des laminations terminales de p.
Ceci donne un sens plus précis a I'idée que I'on peut « lire » les laminations terminales
dans les ensembles limites.
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Pour montrer 'existence d’applications de Cannon-Thurston et leurs propriétés,
Mahan modifie la variété modeéle de Minsky en « électrocutant » les tubes de Margulis
les plus profonds. C’est-a-dire qu’il change la métrique sur ces tubes de fagon que les
géodésiques passent autour des tubes au lieu d’y pénétrer profondément a 'intérieur. Il
utilise ensuite des propriétés de cette nouvelle variété modéle pour montrer le théoréme
3.4.

L’application de Cannon-Thurston a également d’autres utilités que de faire le lien
entre les laminations terminales et la structure de ’ensemble limite. Par exemple son
existence permet de montrer le résultat suivant :

THEOREME 3.5 (|[Mhl]). — Soit T' un groupe kleinien de type fini dont [’ensemble
limite Ar est connexe. Alors Ar est localement conneze.

3.3. Volume des variétés hyperboliques de dimension 3

Nous allons conclure cet exposé sur 'utilisation des variétés modéles qui parait la plus
naturelle : I’étude du volume des variétés hyperboliques de dimension 3. Par exemple,
le modeéle de Minsky permet de résoudre une conjecture de McMullen qui prédit que le
volume de la partie épaisse du coeur convexe d'un groupe kleinien croit exponentielle-
ment.

Etant donnée une surface orientable S de type fini, on définit d(S) = —x(S) si S est
de genre nul et d(S) = —x(S) — 1 s1 S est de genre non nul. On a le théoréme suivant :

THEOREME 3.6 ([BCM1]). — Sip: m(S) = PSL(2,C) est une représentation fidéle
et discréte et N = H?/p(m(S)), alors pour tout x dans la partie ¢ -épaisse du ceeur
convexe Cy, on a :

volume(B3 () < cR®

pour une constante ¢ qui ne dépend que du type topologique de S.

Pour prouver ce théoréme, Brock, Canary et Minsky montrent (dans [BCM1|) que
I'inégalité est vraie dans la variété modéle.

Dans un registre différent, Brock a utilisé un « modéle simplicial » pour établir des
liens entre la métrique de Weil-Petersson (introduite dans [We|) et le volume des variétés
hyperboliques de dimension 3 (|Bc2] et [Be3]). Il s’agit d’un modéle purement combina-
toire qui n’est pas muni d’une métrique mais qui décrit néanmoins certaines propriétés
géométriques de la variété qu’il modélise. En I'occurrence il permet de majorer son vo-
lume. Remarquons également que ce modéle est basé sur le graphe des pantalons qui
est généralement différent du graphe des courbes.

Pour terminer, nous porterons a 'attention du lecteur les travaux en cours de Brock-
Minsky-Namazi-Souto qui, a partir de la variété modele de Minsky, construisent des
variétés modeéles pour les variétés hyperboliques compactes de dimension 3.
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