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INTRODUCTION

L’un des outils les plus fondamentaux pour montrer qu’'un anneau est noethérien
est le théoreme de la base de Hilbert. Frappant par sa généralité et la simplicité de sa
démonstration (alors que les propriétés de finitude des anneaux et modules conduisent
treés rapidement a des questions difficiles — voir par exemple I'ouvrage [27]), on peut
I’établir a l'aide des bases de Grobner. Celles-ci permettent, de fait, de ramener la
propriété noethérienne dans le cadre linéaire qui est celui du théoreme de Hilbert a
une propriété noethérienne combinatoire (portant sur un ensemble ordonné), qui est
immédiate dans ce cadre. L'idée essentielle du travail de S. Sam et A. Snowden [47],
ainsi que de celui, relié, d’A. Putman et Sam [44], que nous allons esquisser ici consiste
en une vaste généralisation de ces méthodes, conduisant a des résultats de finitude
spectaculaires dans des catégories de foncteurs.

Revenons au théoreme de la base de Hilbert. Comme un anneau A est noethérien
a gauche si et seulement si la catégorie A := A — Mod des A-modules a gauche est
localement noethérienne )| et que la catégorie A[z] — Mod s’identifie & la catégorie
des A-modules a gauche munis d’un endomorphisme, que nous noterons Ay (car un
endomorphisme est la méme chose qu'une action du monoide additif N des entiers
naturels), une reformulation de ce théoreme est la suivante :

THEOREME 0.1 (Théoreme de la base de Hilbert). — Si la catégorie abélienne A est
localement noethérienne, alors la catégorie abélienne Ay est localement noethérienne.

Le résultat est en fait valable sous cette forme si A est une catégorie abélienne
quelconque et se démontre de la méme facon.

Si 'on note N la catégorie a un objet associée au monoide N, la catégorie Ay est
isomorphe a la catégorie Fct(N, A) des foncteurs de source N et de but A. En général,
si A est une catégorie abélienne et C est une petite catégorie quelconque, la catégorie
Fct(C, A) est une catégorie abélienne (assez réguliere si A l'est) ; on est conduit a poser
la question suivante :

1. Toutes les notions de finitude utilisées dans cet exposé seront rappelées en détail au para-
graphe 2.1.
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Question fondamentale pour une petite catégorie C — FEst-il vrai que, pour
toute catégorie abélienne localement noethérienne (assez réguliére) A, la catégorie de
foncteurs Fct(C, A) est localement noethérienne ¢

Les catégories finies (ayant un nombre fini d’objets et de morphismes) constituent un
exemple évident de telles catégories. Le théoreme de la base de Hilbert donne un autre
exemple; la réponse a la question est négative pour la plupart des petites catégories.
Déja, si I'on se restreint aux catégories a un objet associées a un groupe, on se heurte
a la question tres difficile de caractériser les groupes dont l'algebre (sur un corps, sur
I’anneau des entiers...) est un anneau noethérien. Mais méme en se limitant, comme il est
classique de le faire, aux petites catégories C telles que 'ensemble C(a, b) des morphismes
de source a et de but b soit fini pour tous objets a et b, la question demeure tres difficile
et largement ouverte.

La théorie de Sam et Snowden fournit un critere général sur une petite catégorie,
vérifiable dans de nombreux exemples intéressants, pour que la réponse a la question fon-
damentale soit positive (ce sont les catégories que ces auteurs nomment quasi-Grabner).

L’une des applications les plus importantes de leur travail est le théoreme suivant,
dont la premiere assertion avait été conjecturée par J. Lannes et L. Schwartz a la fin
des années 1980 (voir le paragraphe 1.1 ci-aprés pour un historique du probleme).

THEOREME 0.2 (Putman-Sam, Sam-Snowden). — Soit k un corps fini. La catégorie
F(k) des foncteurs des k-espaces vectoriels de dimension finie vers les k-espaces vecto-
riels est localement noethérienne.

Plus généralement, soient A un anneau fini, P(A) la catégorie des A-modules libres de
rang fini et A une catégorie de Grothendieck localement noethérienne. Alors la catégorie
Fct(P(A), A) est localement noethérienne.

Dans le travail [44], Putman et Sam démontrent ce résultat, pour A commutatif, en
le déduisant du suivant, plus fort, qu’on ne semble pas pouvoir établir en utilisant le
critere de [47] (méme si la méthode est analogue) :

THEOREME 0.3 (Putman-Sam). — Pour un anneau commutatif fini A, notons S(A)
la catégorie des A-modules libres de rang fini, les morphismes étant les injections
linéaires munies d’'un scindement. Si A est une catégorie de Grothendieck localement
noethérienne, alors la catégorie Fct(S(A), A) est localement noethérienne.

Nous donnerons plus loin (corollaire 1.2) une conséquence assez directe de ce résultat
qu’on ne semble pas pouvoir déduire simplement du théoreme 0.2.

Dans cet exposé, nous présenterons la démonstration du théoreme 0.2 mais pas
celle du théoreme 0.3, similaire mais plus délicate techniquement. L’idée consiste a
répondre positivement a la question fondamentale d’abord pour une catégorie de na-
ture ensembliste, ou combinatoire, ne possédant aucun endomorphisme non trivial.
Cela présente 'avantage de faire disparaitre de difficiles problemes liés a la théorie des
représentations et de permettre d’appliquer assez directement une méthode inspirée
des bases de Grobner, ramenant la propriété noethérienne pour un foncteur a valeurs



1090-03

dans une catégorie abélienne a la propriété noethérienne pour un foncteur a valeurs
dans la catégorie des ensembles, ou une catégorie voisine, propriété qu’on peut alors
traiter grace a la combinatoire d’ensembles ordonnés. On conclut par des arguments
élémentaires de changement de catégorie source.

Remerciements. — L’auteur remercie chaleureusement Steven Sam pour la communica-
tion privée de versions préliminaires de ses travaux et de nombreux échanges fructueux.
Il est également reconnaissant envers Christine Vespa, Vincent Franjou, Geoffrey Powell
et Lionel Schwartz pour des discussions utiles a I’amélioration des premieres versions de
ce texte. Il doit enfin a Nick Kuhn une précision historique sur la conjecture de finitude
de Lannes et Schwartz.

1. HISTORIQUE ET CONSEQUENCES DE LA CONJECTURE DE
FINITUDE POUR LES FONCTEURS ENTRE ESPACES
VECTORIELS

Les problemes de finitude dans les catégories de foncteurs sont étudiés depuis
longtemps en théorie des représentations, notamment a travers la notion de foncteur
cohérent, introduite par Auslander dans [1]. Cependant, les propriétés noethériennes
(ou artiniennes, la notion duale) des foncteurs, souvent tres difficiles d’acces hors
quelques cas particuliers ou elles sont triviales, semblent avoir fait I'objet d’assez peu
de travaux pendant une longue période. C’est sous I'influence de la topologie algébrique
que les catégories F(k) de foncteurs entre k-espaces vectoriels, ot k est un corps fini,
vont susciter davantage d’intérét, a partir de la fin des années 1980.

En fait, la considération de foncteurs entre espaces vectoriels (ou entre modules), qu’il
s’agisse des catégories F (k) ou de variantes, remonte aux années 1950. Dans leur travail
sur I'homologie singuliere des espaces topologiques qui portent désormais leur nom (cf.
[13], chap. II), S. Eilenberg et S. Mac Lane ont introduit la notion fondamentale de
foncteur polynomial, dont 'utilité ne s’est pas démentie depuis (cf. infra). Ainsi, au
début des années 1980, 'ouvrage de J. Green [23] sur les représentations polynomiales
des groupes linéaires travaille avec des objets analogues ®), d’'un point de vue tout a
fait différent. Toutefois, les problemes de finitude s’averent beaucoup plus faciles d’acces
dans les catégories de foncteurs polynomiaux ([8] en aborde un certain nombre dans un
cadre assez général) que dans des catégories du type F(k), ce qui explique sans doute
pourquoi la propriété noethérienne n’y a pas été étudiée plus tot.

2. Les foncteurs sous-jacents dans le travail de Green sont des foncteurs strictement polynomiaux,
dont il est brievement question a la fin du paragraphe 1.2.
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1.1. Motivations topologiques originelles

Depuis les années 1980, I’étude algébrique approfondie de la catégorie U, des modules
instables sur 1'algebre de Steenrod A, (p désignant un nombre premier) a connu un es-
sor considérable débouchant sur des applications importantes en topologie algébrique.
Précisons un peu : la cohomologie singuliere modulo p d'un espace topologique est
naturellement un module ® gradué sur A,. Ce module gradué vérifie une condition
supplémentaire (annulation de I’action de certaines opérations sous condition de degré),
dite d’instabilité car elle n’est plus vérifiée par la cohomologie modulo p des spectres
(voir [49] pour une approche systématique de la catégorie U,). La démonstration par
H. Miller [34, 35] de la conjecture de Sullivan sur la contractilité de 'espace des fonc-
tions pointées du classifiant d’'un groupe fini vers un C'W-complexe fini, initialement
exprimée en termes de type d’homotopie d’espaces de points fixes sous l'action d'un
groupe, constitue sans doute 'une des premieres interventions profondes en théorie de
I'homotopie de la catégorie U,,. En effet, le travail de Miller repose largement sur 1'exa-
men d’une suite spectrale dont la deuxieme page est un groupe d’extensions dans la
catégorie U, ; on renvoie a [48] pour plus de détails. L'un des aboutissements de la théorie
réside dans la description fonctorielle par Lannes [31] de la cohomologie modulo p de
I’'espace des fonctions du classifiant d’un groupe abélien p-élémentaire vers un espace
topologique raisonnable a partir de sa cohomologie, vue comme objet de U,. Ce travail
utilise les propriétés merveilleuses, telle I’exactitude ou la commutation au produit ten-
soriel de I’endofoncteur T' de la catégorie U, introduit par son auteur. Peu apres, a 'aide
de ce foncteur 7', H.-W. Henn, Lannes et Schwartz [24] ont établi une équivalence de
catégories entre U, /Nil et F,(IF,). Ici, Nil désigne la sous-catégorie localisante de U,
engendrée par les suspensions de modules instables; on note F,(F,) la sous-catégorie
pleine des foncteurs analytiques de F(F,), c’est-a-dire la sous-catégorie localisante en-
gendrée par les puissances tensorielles. Ce résultat a motivé I'étude systématique par
des topologues de la catégorie abélienne F(F,). C’est dans ce contexte que Lannes et
Schwartz ont conjecturé que F(IF,) est une catégorie localement noethérienne. Cette
conjecture est souvent appelée conjecture artinienne car la formulation initiale, duale,
traitait de foncteurs artiniens plutot que noethériens, en raison des liens avec la catégorie
U,. En effet, la conjecture équivaut a 1’énoncé suivant : pour tout p-groupe abélien
élémentaire V', le foncteur de F,(F,) associé a la cohomologie du classifiant de V', qui &
un espace vectoriel F associe I'espace des fonctions ensemblistes de Homg, (£, V) dans
[F,, est artinien. On trouvera dans [29] (voir notamment la proposition 3.13) d’autres
reformulations simples mais utiles de cette conjecture.

Celle-ci advint comme prolongement de questions de finitude sur les algéebres instables
sur l'algebre de Steenrod, dont le lien étroit avec les catégories de foncteurs, comme
pour les modules instables, fut mis en évidence dans [24]. Un premier élément en faveur
de la conjecture fut le résultat de Schwartz sur l'existence de résolutions projectives de

3. La structure multiplicative est également importante, mais elle peut étre oubliée, au moins dans
un premier temps, pour de nombreux problemes.



1090-05

type fini (ou de résolutions injectives possédant la propriété duale) pour les foncteurs
polynomiauxr de F(F,) a valeurs de dimension finie (voir [49], theorem 5.3.8 ou [19],
proposition 10.1).

L’étude algébrique de la catégorie U, (notamment pour p = 2, cas techniquement
un peu plus simple) et son utilisation dans des énoncés topologiques se poursuivent
régulierement. Sans donner de références exhaustives, mentionnons I'important travail
[43] de G. Powell sur la structure dans cette catégorie de la cohomologie des espaces
d’Eilenberg-Mac Lane, qui repose sur des considérations fines dans la catégorie F(IF,), et
l'article [16] de G. Gaudens et Schwartz sur le probleme de la réalisation d’un module
instable comme cohomologie d'un espace topologique. Les propriétés de finitude des
résolutions injectives dans U, ont suscité des travaux tout récents, avec un résultat de
Cuong et Schwartz [6] qu’on peut voir comme un analogue (plus difficile) du résultat
susmentionné de Schwartz pour les foncteurs polynomiaux de F(IF,), et la conjecture 4.1
de Particle [7] de Delamotte, Hai et Schwartz.

Signalons une autre catégorie de foncteurs bien connue des topologues algébristes
depuis longtemps : celle des T-modules (& gauche), c’est-a-dire des foncteurs depuis
la catégorie I' des ensembles finis pointés vers la catégorie Ab des groupes abéliens.
La catégorie I' et différentes catégories de foncteurs de source I' (les I-modules, mais
aussi les foncteurs de I' vers les ensembles, les ensembles simpliciaux ou les espaces
topologiques) possedent des liens étroits avec la théorie de ’homotopie stable, remontant
a larticle [52] de G. Segal. On pourra consulter le travail [37] de T. Pirashvili pour
différentes utilisations topologiques des [-modules. Il est élémentaire (cf. paragraphe 2.2
ci-apres) et classique que le théoreme 0.2 est impliqué par le résultat suivant, que
montrent également Sam et Snowden dans [47] (remark 8.1.6) :

THEOREME 1.1 (Sam-Snowden). — La catégorie des I'-modules a droite, c’est-a-dire
des foncteurs contravariants de I' vers Ab, est localement noethérienne. Il en est de
meme st 'on remplace au but les groupes abéliens par n’importe quelle catégorie de
Grothendieck localement noethérienne.

Récemment, une autre catégorie ensembliste a fait ’objet de travaux systématiques
en topologie et en théorie des représentations : la catégorie © des ensembles finis avec
injections — voir par exemple [50] (ou cette catégorie est notée I') ou [4] (o elle est notée
FI). Dans larticle [5], T. Church, J. Ellenberg, B. Farb et R. Nagpal montrent que la
catégorie des foncteurs depuis © vers la catégorie des modules sur un anneau noethérien
est localement noethérienne (généralisant un résultat de [4]). Ce résultat est beaucoup
plus facile que le théoreme 1.1. W.L. Gan et L. Li [22] ont tout récemment obtenu
des généralisations de [5] dans un contexte combinatoire, qui rappelle les travaux de
Putman, Sam et Snowden, dont il permet d’ailleurs de retrouver certains cas particuliers
(tout en en étant indépendant).

Ce sont les résultats de finitude de [5] qui ont conduit Putman et Sam a étudier la
propriété noethérienne dans Fct(S(A), Ab), a partir de motivations (co)homologiques
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dont nous allons maintenant discuter certains aspects. En effet, la catégorie S(A) joue
le méme role pour les représentations des groupes linéaires sur un anneau A que la
catégorie © pour 'étude des représentations des groupes symétriques.

1.2. Liens avec I’homologie des groupes et la K-théorie algébrique

Une importante source d’intérét pour les catégories de foncteurs vers une catégorie
de modules, ot la théorie des représentations et la topologie algébrique (ou I’algebre ho-
mologique) se rejoignent, réside dans ce qu’elles fournissent naturellement des systémes
de coefficients intéressants pour ’homologie (ou la cohomologie) de familles de groupes
remarquables, comme les groupes symétriques, linéaires ou orthogonaux. N. Kuhn a
d’ailleurs appelé catégorie des représentations génériques des groupes linéaires sur un
corps fini k la catégorie de foncteurs F (k) (voir sa série d’articles [28, 29, 30]).

Penchons-nous sur le cas des groupes linéaires sur un anneau A. Le cadre le plus
général pour traiter génériquement, ou stablement, d’homologie des groupes linéaires
sur A (comme groupes discrets), est celui de foncteurs depuis la catégorie S(A) (la
pertinence de considérer des injections linéaires munies d’'un scindement pour traiter de
stabilité homologique remonte sans doute au travail [3] de R. Charney; des catégories
analogues ont été explicitement utilisées encore plus t6t en K-théorie algébrique). En ef-
fet, on constate déja qu’on dispose d’un foncteur groupe linéaire S(A) — Grp (catégorie
des groupes) associant a un module libre M son groupe d’automorphismes et & un mor-
phisme (u,v): M — N de S(A) (u: M — N et v: N — M sont donc des applications
A-linéaires telles que vu = Idy;) le morphisme de groupes

GL(M)— GL(N) f=ufv+1—uv.

Ainsi, le morphisme (i, p,) : A® — A" ol i, est inclusion des n premiéres compo-
santes et p, la projection sur les n premiers facteurs, induit I'inclusion usuelle donnée

X 0
X = ( 0 1 ) :
Pour tout foncteur F' : S(A) — Ab, on dispose d’applications linéaires G L, (A)-
équivariantes F'(A") — F(A™) induites par (in,p,) : A" — A""!; Déquivariance
est relative aux actions tautologiques des groupes linéaires et a linclusion GL,(A) —
GL,11(A) précédente.
Cela permet de former la suite de groupes abéliens gradués d’homologie

s Ho(GLy(A); F(A™)) = H.(GLyia(A); F(A™) — ...

matriciellement par

La colimite de cette suite est appelée homologie stable des groupes linéaires sur A a
coefficients dans F.
Le théoreme 0.3 entraine facilement (mais ce n’est pas le cas du théoreme 0.2) :

COROLLAIRE 1.2 ([44], Theorem K). — Si A est un anneau commutatif fini et F :
S(A) — Ab un foncteur de type fini, alors I’homologie H.(GL,(A); F(A")) se sta-
bilise au sens ou, pour tout i € N, il existe N € N tel que [’application naturelle



1090-07

Hi(GL,(A); F(A")) — H;(GL,y1(A); F(A™™)) soit un isomorphisme pour n > N. En
conséquence, I’homologie stable des groupes linéaires sur A a coefficients dans F est un
groupe abélien de type fini en chaque degré homologique.

L’hypothese classique pour la stabilité homologique pour les groupes linéaires sur un
anneau raisonnable (avec un rang stable de Bass fini) est une condition polynomiale
sur les coefficients (on renvoie au travail fondamental de W. van der Kallen [54] & ce
sujet, qui étend larticle [12] de W. Dwyer, lequel fournit le premier résultat général de
stabilité homologique a coefficients tordus). Cette hypothese est beaucoup plus forte
que I’hypothese de finitude du corollaire 1.2 (contrairement a ce qui advient pour les
foncteurs de type fini de © vers une catégorie abélienne, qui sont automatiquement
polynomiaux), qui constitue I'hypothese simple la plus faible sous laquelle on peut
s’attendre a un tel résultat.

Parallelement aux problemes de finitude ou de stabilité, les catégories de foncteurs
depuis différentes catégories de modules jouent un role important dans I’étude de I’ho-
mologie stable des groupes linéaires a coefficients tordus. Le résultat principal en la
matiere s’énonce en termes d’homologie des foncteurs. L’homologie H.(C; F') d’un fonc-
teur F' depuis une petite catégorie C vers les groupes abéliens (ou plus généralement une
catégorie abélienne avec colimites et assez d’objets projectifs) peut se définir comme
I’évaluation en F' des foncteurs dérivés a gauche du foncteur colimite sur C. Tout fonc-
teur u : D — C entre petites catégories induit un morphisme naturel

H.(D;u'F) — H.(C; F)

de groupes abéliens gradués, ou F est un foncteur de Fct(C,Ab) et u* désigne
la précomposition par u. Si B est un bifoncteur sur C, c’est-a-dire un foncteur
C? x C — Ab, on peut définir I’homologie de Hochschild HH,(C; F') de C a coefficients
dans F' comme H,(F(C);¢*B), ou F(C) est la catégorie des factorisations de C intro-
duite par Quillen dans [46] (ses objets sont les fleches de C) et ¢ : F(C) — C? x C le
foncteur canonique (sur les objets, il associe a une fleche sa source et son but) — cette
homologie peut se calculer, comme ’homologie de Hochschild usuelle d’'un anneau, par
un complexe simplicial explicite de type bar. (Pour plus de précisions sur I'homologie et
I’homologie de Hochschild d’une petite catégorie, on pourra se reporter a ’appendice
C de l'ouvrage [32].)

Le théoreme suivant apparait dans la these de S. Scorichenko [51] ; on peut en trouver
une présentation partielle dans ’article de V. Franjou et Pirashvili dans 'ouvrage de
synthese [17] et une démonstration complete dans [11], 5.2 (ou se trouve explicitement
I’énoncé en termes de la catégorie S(A); 'équivalence entre les énoncés de K-théorie
stable et d’homologie des groupes linéaires est discutée dans [15], 2.3)

THEOREME 1.3 (Scorichenko). — Soit A un anneau.

1. Pour tout foncteur F : S(A) — Ab, l’homologie stable des groupes linéaires sur A
a coefficients dans F' est naturellement isomorphe, comme groupe abélien gradué,
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@ Ho(GLx(A) x S(A);p*F), ot p: GLy(A) x S(A) — S(A) désigne le foncteur
de projection (on rappelle que G Lo (A) désigne la catégorie a un objet associée au
groupe G Ly (A)).
De fagon équivalente, la K-théorie algébrique stable KZ(A;F) de l'anneau

A a coefficients dans F' est naturellement isomorphe au groupe abélien gradué
H.(S(A); F).

2. Si B:P(A)? x P(A) — Ab est un foncteur polynomial, on dispose d’un isomor-
phisme naturel

H,(S(A);i*B) = HH,(P(A); B)

de groupes abéliens gradués.

Ce résultat profond avait été conjecturé (notamment sous la forme « THH = K* »)
au moins une dizaine d’années avant sa démonstration en 2000; S. Betley (dans [2])
et A. Suslin (dans I'appendice de [18]) I'avaient établi indépendamment, tres peu de
temps auparavant, dans le cas particulier o A est un corps fini (ot 'on peut simplifier
le résultat final grace au calcul par Quillen [45] de I’homologie stable & coefficients
constants des groupes linéaires sur un corps fini). Le théoréme 1.3 permet de calculer,
au moins lorsque A est un corps (voir notamment [18]) ou 'anneau des entiers, des
groupes d’homologie stable qui semblaient hors d’atteinte.

Signalons également que le théoreme 1.3 possede des généralisations et analogues
pour I’homologie stable d’autres familles de groupes. Il a été étendu par I'auteur de
cet exposé et C. Vespa aux groupes orthogonaux et symplectiques sur un corps fini
[15], puis par celui-la aux groupes unitaires et symplectiques sur un anneau quelconque
[11]. Le corollaire 1.2 s’étend aussi aux groupes symplectiques sur un anneau commu-
tatif fini, puisque Putman et Sam ont montré, dans [44] (Theorem D), un analogue du
théoreme 0.3 dans ce cadre. Dans [15], les auteurs discutent un cadre formel (légerement
revisité au début de [11]) pour relier homologie stable de groupes a coefficients tordus
et homologie des foncteurs; ils 'appliquent dans [14] aux groupes d’automorphismes
des groupes libres.

Dans tout ce qui précede, les groupes linéaires sur A sont vus comme groupes discrets.
On peut bien str, au moins lorsque A est commutatif, se poser des questions analogues
pour les groupes algébriques linéaires sur A. Dans ce cas, les foncteurs qui procurent des
coefficients < naturels > (c’est-a-dire des familles cohérentes de représentations ration-
nelles de ces groupes algébriques) sont les foncteurs polynomiauz stricts @) introduits
par E. Friedlander et Suslin dans [20]. Sans entrer dans les détails, mentionnons que, au
moins sur un corps fini, les calculs cohomologiques entre foncteurs polynomiaux stricts
et foncteurs usuels possedent des liens étroits (voir par exemple [18]). Les foncteurs
polynomiaux stricts, outil de calcul tres puissant de cohomologie de représentations

4. Les catégories de foncteurs polynomiaux stricts (de degré donné) sont équivalentes a des
catégories de modules sur des algebres de Schur, mais le point de vue fonctoriel présente un certain
nombre d’avantages, comme 1’a montré le travail fondateur [20] ou [53].
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polynomiales des groupes linéaires, ont joué un role crucial dans la démonstration
d’un résultat de finitude difficile, a savoir que la cohomologie rationnelle d'un groupe
algébrique linéaire réductif a coefficients dans une algebre commutative de type fini
est une algebre de type fini. Ce théoreme a été démontré par A. Touzé et van der
Kallen [53], confirmant une conjecture de ce dernier. En revanche, la structure globale
des foncteurs polynomiaux stricts sur un corps fini & differe beaucoup de celle de la

catégorie F (k) : c’est une catégorie localement finie (elle possede également la propriété
de finitude duale).

1.3. Les premieres avancées sur la conjecture de Lannes et Schwartz et le
probleme de la filtration de Krull des catégories de foncteurs

(On pourra se reporter a [42] et [9] pour davantage de détails sur cette question.)

Soit k un corps fini. Si E est un ensemble, on désigne par k[E] la somme de copies
de k indexées par E. La catégorie F(k) est localement noethérienne si et seulement si,
pour tout n € N, le foncteur P, : V' — k[V"] est noethérien (voir le début de la section 2
ci-apres). L’assertion est triviale pour n = 0, le foncteur constant en k étant simple.
On peut encore démontrer le caractere noethérien de P; de maniere aisée et directe. De
fait, ce foncteur est la somme directe d’'un nombre fini de foncteurs unisériels (cf. par
exemple [29], Theorem 7.8), dont le treillis des sous-foncteurs est isomorphe a N (sauf
pour le terme constant). Le cas ou le corps k n’a que deux éléments est particulierement
simple : dans ce cas, P; est la somme directe de son terme constant et du foncteur d’idéal
d’augmentation (sur Fy) sur les Fyo-espaces vectoriels de dimension finie, dont les seuls
sous-foncteurs sont donnés par les puissances successives de I'idéal d’augmentation, les
sous-quotients de cette filtration étant isomorphes aux puissances extérieures.

En revanche, pour n > 2, la structure de P, s’avere tres complexe : il n’est plus
question de comprendre entierement le treillis des sous-foncteurs. (Toutefois, dans [38],
L. Piriou a démontré des résultats de finitude constituant une étape vers la preuve
du caractere noethérien de P,, pour £k = [y, avec des renseignements explicites sur
les treillis de sous-foncteurs). L’approche développée, avant les travaux de Putman,
Sam et Snowden, pour aborder les propriétés de finitude des foncteurs P, a consisté
a démontrer des propriétés qualitatives de ce treillis qui s’expriment commodément a
I’aide des catégories abéliennes quotients. Rappelons a ce propos la définition suivante
(on prendra garde que la filtration introduite n'est pas la filtration de Krull, méme si
elle lui est étroitement reliée).

DEFINITION 1.4. — Soit A une catégorie abélienne. On définit par récurrence une
suite croissante (Ay,) de sous-catégories épaisses comme suit :

1. A, = {0} pourn <0;
2. A,/ A,_1 est constituée des objets de longueur finie de A/ A,_1, pour n € N.
Les objets de A,, sont appelés objets noethériens de type au plus n de A.
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La terminologie provient de ce qu'un objet est noethérien de type n si et seulement
sl est noethérien et de dimension de Krull n (on renvoie a [21] pour des généralités sur
la filtration de Krull).

Powell a émis la forme renforcée suivante de la conjecture de finitude dans F(k) :
Conjecture — Pour tout n € N, le foncteur P, est noethérien de type n.

Les travaux de Putman, Sam et Snowden ne semblent pas permettre de progres
immédiats sur cette conjecture. En effet, pour démontrer le caractere localement
noethérien de F(k), ils transitent par des catégories combinatoires sur lesquelles les
foncteurs projectifs de type fini ont presque tous une dimension de Krull infinie.

La conjecture précédente est facile pour n < 1; Powell [39] I’a démontrée pour n = 2
et k = [F5 d’une maniere indirecte qui utilise plusieurs outils originaux : I'introduction
(dans [40]) d’endofoncteurs de F(k) dont leffet sur les foncteurs projectifs dépend
beaucoup de leur dimension de Krull conjecturale, 1’étude de foncteurs remarquables
(nommés foncteurs co-Weyl) par lesquels on peut filtrer les foncteurs projectifs de F (k)
(voir le travail [41]), et 'examen minutieux de propriétés des facteurs de composition
de P;.

Le caractére noethérien de type 3 de P3, pour k = Fy, a été démontré dans [10], en
approfondissant les techniques développées par Powell. Dans [9], 'auteur introduit des
catégories de foncteurs auxiliaires qui permettent de préciser la conjecture précédente
par une description explicite des sous-quotients de la filtration de Krull de la catégorie
F (k). C'est I'usage de ces catégories, ainsi que de multiples endofoncteurs de la catégorie
F(Fq) (et I'étude de leurs propriétés, notamment en termes de facteurs de composition),
qui, combiné aux méthodes de Powell, a permis d’établir le résultat souhaité pour P;
(ainsi que pour son produit tensoriel par un foncteur de longueur finie).

Pour n > 4, la forme forte de la conjecture de finitude dans F(k) reste totalement
ouverte. Le probleme de la filtration de Krull pour les ['-modules a droite est également
tres naturel, il ne semble toutefois guere avoir été étudié.

2. LA PROPRIETE NOETHERIENNE DANS DIFFERENTES
CATEGORIES DE FONCTEURS

2.1. Rappels sur la propriété noethérienne

(Pour plus de détails sur les généralités catégoriques ici abordées, on pourra se référer
a [33] et, pour les catégories abéliennes, a [21].)

Un objet d’une catégorie (pas nécessairement abélienne) est dit noethérien si toute
suite croissante de sous-objets de celui-ci stationne. Une famille (z;); d’objets d'une
catégorie C est dite génératrice si le foncteur [[C(z;,—) : C — Ens (catégorie des

7
ensembles) est fidele. Dans une catégorie abélienne avec colimites, une famille d’objets
projectifs est génératrice si et seulement si tout objet est le but d’un épimorphisme
dont la source est une somme de copies d’objets de la famille, I'exemple typique étant
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un anneau A qui, vu comme module sur lui-méme, constitue un générateur projectif
de la catégorie des A-modules a gauche. Une catégorie abélienne est dite localement
noethérienne si elle possede un ensemble de générateurs noethériens.

Un objet M d’une catégorie C est dit de type fini si le foncteur C(M, —) : C — Ens
commute aux colimites filtrantes de monomorphismes. Lorsque C possede des limites
finies et des colimites et que les colimites filtrantes y commutent aux limites finies, un
objet de C est noethérien si et seulement si tous ses sous-objets sont de type fini. Par
exemple, si A est un anneau, le A-module a gauche A est toujours de type fini; il est
noethérien si et seulement si A est un anneau noethérien a gauche (au sens ordinaire).
Cette condition équivaut encore a dire que la catégorie des A-modules a gauche est
localement noethérienne.

Par commodité, nous supposerons presque toujours que les catégories abéliennes
considérées sont de Grothendieck, c’est-a-dire qu’elles possedent des colimites, un
générateur, et que les colimites filtrantes y sont exactes. Les catégories de modules sont
des catégories de Grothendieck; la restriction a ce type de catégorie suffit largement
pour les applications. Dans une catégorie de Grothendieck localement noethérienne,
tout objet de type fini est noethérien.

Si C et A sont des catégories, avec C petite, la catégorie de foncteurs Fct(C,.A) pos-
sede des limites ou des colimites s’il en est de méme pour A, et celles-ci se calculent au
but. En particulier, si A est une catégorie abélienne, il en est de méme pour Fct(C, A).

Soient C une petite catégorie et A une catégorie abélienne. Dans la suite, on supposera
soit que les ensembles de morphismes entre deux objets de C sont finis, soit que A
possede des sommes directes arbitraires. Une conséquence classique du lemme de Yoneda
est I'isomorphisme d’adjonction

Fet(C, A)(M[C(t, )], F) ~ C(M, F(t))

(on rappelle que, étant donné un ensemble £, on note M|[E] la somme de copies de M
indexées par E) naturel en les objets t de C, M de A et F de Fct(C, . A). On en déduit
en particulier que :

1. M|C(t,—)] est un objet projectif de Fct(C,.A) si M est un objet projectif de C;

2. M|C(t,—)] est un objet de type fini de Fct(C,.A) si M est un objet de type fini
de C;

3. si M parcourt un ensemble de générateurs de la catégorie A et t un squelette des
objets de C, alors M[C(t, —)] décrit un ensemble de générateurs de Fct(C, .A).

En conséquence, on observe que Fct(C, .A) est une catégorie de Grothendieck si c’est le
cas de A; si A est localement noethérienne, alors Fct(C, .A) est localement noethérienne
si et seulement si M[C(t, —)] est un foncteur noethérien pour tout objet noethérien M
de A et tout objet t de C. (Hors du cas trivial ou la catégorie C est vide, la catégorie
Fct(C, A) ne peut étre localement noethérienne que si A l'est, comme on le voit a I'aide
des foncteurs constants.)
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DEFINITION 2.1. — Nous dirons qu’une petite catégorie C posséde la propriété de fini-
tude pour les foncteurs (FF en abrégé) si, pour toute catégorie de Grothendieck locale-
ment noethérienne A, la catégorie de foncteurs Fct(C, . A) est localement noethérienne.

2.2. Changement de catégorie source

On rappelle que, étant donné un foncteur ¢, on note ¢* la précomposition par ¢. Le
maniement systématique de ce type de foncteur constitue I'une des facilités qu’ofifre le
point de vue des catégories de foncteurs.

DEFINITION 2.2. — Nous dirons qu’un foncteur v : C — D vérifie la propriété de fini-
tude pour les sources (F'S en abrégé) si, pour tout objet x de D, le foncteur *D(x, —) :
C — Ens est isomorphe a un sous-quotient d’une somme finie de foncteurs du type
C(t,—), out est un objet de C.

Remarque 2.3. — Une composée de foncteurs vérifiant la propriété (F'S) vérifie encore
cette propriété.

PROPOSITION 2.4. — Soit v : C — D un foncteur entre petites catégories. On suppose
que . est essentiellement surjectif et vérifie la propriété (FS). Pour toute catégorie
abélienne A, si la catégorie Fct(C, A) est localement noethérienne, alors il en est de
meéme pour Fet(D, A). En particulier, si C posséde la propriété (F'F), alors il en est
de méme pour D.

DEMONSTRATION — On peut supposer A localement noethérienne (sinon, C et D sont
vides!). Soient M et = des objets de A et D respectivement, avec M noethérien. La pro-
priété (F'S) et 'hypothese sur Fct(C,.A) impliquent que (* M [D(x, —)] est un foncteur
noethérien de Fct(C,.A). Comme le foncteur (* est fidele (parce que ¢ est essentielle-
ment surjectif) et exact, cela entraine que M[D(x, —)| est lui-méme noethérien, d’out la
proposition.

Donnons quelques exemples simples mais utiles d’applications de cette proposition.
Commencons par quelques rappels de notations : I' désigne la catégorie des ensembles
finis pointés — ou, plus exactement, son squelette constitué des ensembles [n] :=
{0,...,n}, pour n € N, pointés par 0. On note également € la catégorie des ensembles
finis, les morphismes étant les fonctions surjectives, ou plutot son squelette constitué
des ensembles n := {1,...,n} pour n € N. Etant donné un anneau A, on note P(A) le
squelette de la catégorie des A-modules a gauche libres de rang fini constitué des mo-
dules A™ pour n € N; M(A) désigne la sous-catégorie ayant les mémes objets et dont
les morphismes sont les applications linéaires injectives possédant un scindement. La
catégorie S(A) a les mémes objets ; ses morphismes sont les monomorphismes A-linéaires
scindés, mais cette fois-ci le scindement est donné dans la structure. On note également
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P’(A) la sous-catégorie de P(A) ayant les mémes objets et dont les morphismes sont
les applications linéaires dont I'image est facteur direct du but ®.

PROPOSITION 2.5. — [l existe des foncteurs
a: QP TP g:T? = P(A), v: % — P'(A), d: QP — M(A)

essentiellement surjectifs et possédant la propriété (F'S), lorsque A est un anneau fini.

DEMONSTRATION — Le foncteur « est 'adjonction d’un point de base externe. On a
o T(=T) ~ | [o(-,1),
U

ou la somme est prise sur I’ensemble des parties U de T, d’ou la propriété (F'S) pour .

Le foncteur (5 associe a un ensemble pointé E le A-module des fonctions (ensemblistes)
E — A nulles sur le point de base. La propriété (F'S) pour ce foncteur vient de ce qu’il
est adjoint & droite au foncteur composé de la dualité (—)¥ : P(A) — P(AP)% et du
foncteur d’oubli P(A°)°? — I'"?. On note que (3 prend ses valeurs dans P’(A); v est le
foncteur induit, il vérifie donc aussi (F'S).

Le foncteur ¢ est donné par E — AE; la propriété (F'S) s’obtient par le monomor-
phisme naturel

0*M(A)(M, —) = 6"P(A)(M, —) ~ Ens(—, M") ~ | [2(-, P)

ol la somme est prise sur I’ensemble des parties P de ’ensemble sous-jacent a M.

Enfin, tous ces foncteurs sont essentiellement surjectifs.

Remarque 2.6. — On peut remplacer 1'utilisation de la premiere assertion de la pro-
position précédente, pour la démonstration de propriétés de finitude de Fct(I'?, A)
a partir de propriétés analogues pour Fct(2°?, A), par le théoreme de Pirashvili a la
Dold-Kan [36] donnant une équivalence explicite entre ces deux catégories, pour toute
catégorie abélienne A.

Remarque 2.7. — 11 ne semble en revanche pas possible d’exhiber un foncteur essen-
tiellement surjectif vérifiant (FS) depuis une catégorie entrant dans le cadre développé
par Sam et Snowden dans [47] vers la catégorie S(A), ou A est un anneau fini. Cela
explique que Putman et Sam aient besoin, pour établir le théoreme 0.3, dans [44], de
raffiner la méthode de [47].

5. Dans les articles [44] et [47], les auteurs ne consideérent en fait pas P(A), mais seulement P’(A)
(qu’ils notent VI(A)). Nous avons préféré faire figurer en bonne place la premiére catégorie, plus
usuelle, puisque ses propriétés de finitude s’obtiennent exactement de la méme fagon.
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3. FONCTEURS DEPUIS UN ENSEMBLE ORDONNE

Un cas particulierement favorable a 1'étude de la propriété de finitude (F'F') est celui
d’un ensemble ordonné. On rappelle qu'un tel ensemble (E, <) peut étre vu comme une
petite catégorie, notée E, dont les objets sont les éléments de F, et dont I'ensemble des
morphismes de source x et de but y est réduit a un élément si x < y et vide sinon.

Cette section sert d’échauffement pour la suivante; elle devrait rendre naturelle la
considération des conditions de finitude sur les ensembles ordonnés qui y apparaitront.

DEFINITION 3.1. — On dit qu’une relation d’ordre < sur un ensemble E est un quasi-
bon ordre si, pour toute suite infinie x1,xo,...,Ty,,... d’éléments de E, il existe des
entiers © < j tels que x; < x;.

La terminologie provient de ce qu’une relation d’ordre est un bon ordre si et seulement
si c’est un ordre total et un quasi-bon ordre. Tout sous-ensemble d’un ensemble quasi-
bien ordonné est quasi-bien ordonné pour 'ordre induit.

PROPOSITION 3.2. — Soient (E, <) un ensemble ordonné, t un élément de E et k un
corps. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. la restriction de < au sous-ensemble [t,— [ == {x € E|t < z} de E est un
quasi-bon ordre ;

2. le foncteur E(t,—) : E — Ens est noethérien ;
3. le foncteur k[E(t,—)] : E — k — Mod est noethérien.

DEMONSTRATION — Soit P I'ensemble, ordonné par inclusion, des parties P de [t, — |
telles que v € P ¢’il existe u € P tel que u < v. Cet ensemble ordonné est isomorphe a
I’ensemble ordonné des sous-foncteurs de E(t, —) (resp. k[E(t,—)]) : un isomorphisme
s’obtient en associant a un tel sous-foncteur F' ’ensemble des éléments u de E tels que
F(u) soit non vide (resp. non nul). La conclusion s’obtient en observant que P n’a pas de
suite infinie strictement croissante si et seulement si la premiére assertion est vérifiée (si
(P;) est une suite strictement croissante dans P, considérer des éléments x; € Py q \ P
pour obtenir que [t,— [ n’est pas quasi-bien ordonné; réciproquement, si (x;) est une
suite infinie de [t, — [, considérer la suite croissante (U [z;,— [) d’éléments de P).
J<i

Ezemple 3.3. — Munissons ’ensemble N de la relation d’ordre pour laquelle 0 est le
plus petit élément et deux éléments distincts non nuls ne sont jamais comparables. Alors
le foncteur constant en un corps (ou anneau non nul) fixé k, qui s’identifie & k[N(0, —)],
n’est pas un objet noethérien de Fet(N, k — Mod). En particulier, N ne vérifie pas la
propriété (F'F).

Le lemme classique suivant permettra de généraliser un peu la proposition 3.2.
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LEMME 3.4. — Soit xg,x1,...,%,,... une suite infinie d’éléments d’un ensemble quasi-
bien ordonné (E,<). Il existe une fonction strictement croissante ¢ : N — N telle que
la suite xg(1), Tg(2), - - - To(n), - - - SOIL croissante.

DEMONSTRATION — Soit I Pensemble des entiers i tels qu'on n’ait jamais x; < w;
pour j > i. Comme E est quasi-bien ordonné, I est fini. On prend pour ¢(0) un
entier arbitraire strictement supérieur a tous les éléments de I. On définit ensuite par
récurrence ¢(i), pour i > 0, on observant que ¢(i — 1) ¢ I, de sorte qu’on peut trouver
un entier ¢(i) > ¢(i — 1) tel que g1y < Tg()-

PROPOSITION 3.5. — Soient E un ensemble ordonné, t un élément de E tel que [t,— |
soit quasi-bien ordonné et M un objet noethérien d’une catégorie abélienne A. Alors le
foncteur M[E(t,—)] : E — A est noethérien.

DEMONSTRATION — Supposons qu'il existe une suite strictement croissante (F},) de
sous-foncteurs de M[E(t, —)] : pour tout n > 0, il existe x,, € [t,— [ tel que le sous-
objet M,, := F,(x,) de M contienne strictement F},_;(x,). Choisissons une fonction

¢ : N — N comme dans le lemme 3.4. On a alors des inclusions

Myn-1) = Fon-1)(Zpn-1)) C Fom)-1(Zpn-1)) C Fom)-1(2o(m) C Foim) (2o(m) = Mo(m)

dont la derniere est stricte, ce qui contredit le caractere noethérien de M.

COROLLAIRE 3.6. — Si E est un ensemble quasi-bien ordonné, alors la petite
catégorie E vérifie la propriété (F'F).

Dans la suite, on va chercher, suivant Putman, Sam et Snowden, un cadre plus général
que les ensembles ordonnés pour permettre de passer de propriétés noethériennes sur
des foncteurs ensemblistes a des propriétés noethériennes sur des foncteurs a valeurs
dans une catégorie abélienne.

4. FONCTEURS DEPUIS UNE CATEGORIE DIRIGEE

(Tout le contenu de cette section se trouve dans la section 5 de [47].)

DEFINITION 4.1. — On dit qu’une catégorie C est dirigée si ses seuls endomorphismes
sont les identités.

Cette notion est plus générale que celle d’ensemble ordonné, mais plus restrictive
que celle de catégorie E1 (ou tous les endomorphismes sont des isomorphismes). Dans
une catégorie E1 non dirigée, la propriété (F'F') est le plus souvent tres difficile a
étudier directement, en raison des problemes de théorie des représentations des groupes
d’automorphismes des objets qui y sont sous-jacents.

Dans la suite de cette section, nous supposerons que C est une petite catégorie dirigée.
Nous supposerons également, par commodité, que C est squelettique (deuz objets iso-
morphes sont égauz).
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Etant donné un objet z de C, notons C(z) 'ensemble

Clz)= | | C(x,t)
teObC

des morphismes de C de source x, muni de la relation d’ordre <, (notée souvent <,
simplement) définie par f < g, ou f € C(x,t) et g € C(x,u), s'il existe p € C(t,u) tel
que g = ¢f (Pantisymétrie provient précisément de ce que C est une catégorie dirigée
et squelettique).

Le role de cet ensemble ordonné pour les propriétés de finitude des foncteurs depuis
C est illustré par le résultat suivant, qui généralise la partie ensembliste de la proposi-
tion 3.2.

PROPOSITION 4.2. — Le foncteur C(z, —) : C — Ens est noethérien si et seulement si
<, est un quasi-bon ordre sur C(x).

DEMONSTRATION — Supposons que <, est un quasi-bon ordre et qu’il existe une suite
strictement croissante (F,,) de sous-foncteurs de C(z, —) : on dispose d'une suite (t,)
d’objets de C et de &, € F,(t,) \ Fn_1(t,). Regardons les &, € C(x,t,) comme des
éléments de C(x) : il existe des entiers ¢ < j tels que & < §;, de sorte qu'existe une
fleche g € C(t;,t;) telle que &; = g&;. Par conséquent, on a

& = Fi(g)(t:) € Filty) C Fja(t)),
contradiction établissant que le foncteur C(x, —) est noethérien.
La réciproque, similaire et inutilisée dans la suite, est laissée au lecteur.

En revanche, pour aborder les propriétés de finitude de foncteurs depuis C vers une
catégorie abélienne, nous aurons besoin d’introduire un ingrédient supplémentaire :

DEFINITION 4.3. — Soit  un objet de C. On appelle renforcement admissible de <,
toute relation d’ordre <, (ou simplement <) sur C(x) vérifiant les trois conditions
sutvantes :

1. cette relation renforce <, c’est-a-dire que f <, g implique f =<, g;
2. <, est un bon ordre;

3. la relation d’ordre strict <, (ou simplement <) associée a =<, est compatible a la
composition a gauche : pour tous f <, [ avec f, f" € C(x,t) et tout g € C(t,u),
onaqgf <.qf.

Si un tel ordre existe pour tout objet x, les fleches de C sont nécessairement des mono-
morphismes, comme le montrent la derniere condition et le caractere total des ordres <.
Cela illustre en particulier qu’'un renforcement admissible n’existe pas nécessairement
(il est tres facile de construire des catégories dirigées dont toutes les fleches ne sont pas
des monomorphismes).

La construction fondamentale de Sam et Snowden est la suivante. Supposons que x
est un objet de C tel que <, possede un renforcement admissible <, (qu’on suppose
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donné : la construction qui suit dépend du choix de =<,). Soit & un corps. Si t est un
objet de C et £ un élément non nul de k[C(z,t)], on appelle terme initial de £ le plus
grand élément de C(z,t) C C(x), pour 'ordre <, dont le coefficient dans £ est non nul;
on le note init(§). Si F est un sous-foncteur de k[C(z,—)] : C — k — Mod, on note
in(F) le sous-foncteur de C(z,—) : C — Ens donné par

in(F)(t) == {init(¢) [ & € F(t) \ {0}}
(c’est la derniere hypothese, de compatibilité a la composition a gauche, sur le renfor-
cement admissible qui assure que in(F') définit bien un sous-foncteur de C(z, —)).

Le résultat élémentaire suivant constitue le point crucial de 'approche de Sam-
Snowden < a la Grobner .

LEMME 4.4. — Soient F C G des sous-foncteurs de k|C(x,—)]. On a in(F) C in(G).
Si de plus in(F') = in(G), alors F = G.

DEMONSTRATION — La premiere partie est immédiate. Supposons F' # G et in(F) =
in(G). Alors il existe un objet t de C et £ € G(t) \ F(t) tel que f := init(§) € C(x) soit
minimal, pour <., parmi les éléments de ce type. Comme f € in(G) = in(F), il existe
¢ € F(t) tel que init(¢) = f. Par définition du terme initial, cela montre qu'il existe un
scalaire non nul u tel que £ — u( soit combinaison linéaire de morphismes g € C(z,t)
tels que g <, f. Maison a & —uC € G(t) \ F(t), dou f =<, init({ — u() par minimalité
de f, contradiction qui établit le lemme.

En conséquence, on obtient la proposition élémentaire mais fondamentale suivante :

PROPOSITION 4.5. — Si <, posséde un renforcement admissible et que le foncteur
C(z,—):C — Ens
est noethérien, alors le foncteur
klC(z,—)] : C — k —Mod
est noethérien.

DEFINITION 4.6. — On dit que la petite catégorie dirigée squelettique C est de Grobner
si, pour tout objet x de C, la relation <, sur C(x) est un quasi-bon ordre et posséde un
renforcement admissible.

Combinant les propositions 4.2 et 4.5, on obtient :

PROPOSITION 4.7. — SiC est une catégorie de Grobner, alors la catégorie de foncteurs
Fct(C,k — Mod) est localement noethérienne.

On a en fait mieux :

THEOREME 4.8. — Toute catégorie (petite, squelettique et dirigée) de Grobner posséde
la propriété (FF).
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La démonstration de ce théoreme, que nous omettrons, est analogue a celle de la
proposition précédente; il faut redéfinir la notion de terme initial et la construction
F ~ in(F) (pour que le but de ce foncteur ne soit plus la catégorie des ensembles
mais son produit en couronnes avec le treillis des sous-objets de M, ou M est un
objet noethérien d’une catégorie abélienne et F' un sous-foncteur de M[C(z,—)]). La
difficulté technique supplémentaire est essentiellement la méme que celle nécessitée pour
la démonstration de la proposition 3.5 par rapport a celle de la proposition 3.2 (il faut
faire usage de la méme maniere du lemme 3.4).

DEFINITION 4.9. — Soit D une petite catégorie (pas nécessairement dirigée). On dit
que D est une catégorie quasi-Grobner sl existe un foncteur essentiellement surjectif
possédant la propriété (FS) d’une catégorie (petite, squelettique et dirigée) de Grobner
vers D

En combinant le théoreme 4.8 a la proposition 2.4, il vient :
COROLLAIRE 4.10. — Toute catégorie quasi-Griobner posséde la propriété (F'F).

Ezemple 4.11 (Cf. [47], section 7). — Ce critere permet de démontrer rapidement que
la catégoriec © des ensembles finis avec injections vérifie la propriété (F'F) (ce qui
constitue le résultat principal de [5]). Soit en effet A, la catégorie dont les objets
sont les ensembles n = {1,...,n} munis de 'ordre total usuel et les morphismes sont
les fonctions strictement croissantes et ¢ : Ay — © le foncteur d’inclusion. Alors ¢ est
essentiellement surjectif et vérifie la propriété (F'S), en raison de I'isomorphisme naturel

CO(E, —) ~| |Ao((E. <), -)

(ou la somme est prise sur ’ensemble des ordres totaux < sur l’ensemble E).

Par ailleurs, Ay est une catégorie de Grobner : d’abord, c’est clairement une petite
catégorie dirigée squelettique. Pour tout n € N, Ag(n) est la somme sur ¢ € N des

suites (ai,...,a,) strictement croissantes de i; si @ = (a1,...,a,) et b = (by,...,b,)
sont deux éléments de cet ensemble (a étant une suite de i et b une suite de j), on voit
aisément que a < b si et seulement si a; < by, a; —a;—1 < b; — b,y pour i € {2,...,n}

et v —a, < j—b,. Cela permet de déduire que <, est un quasi-bon ordre de la méme
propriété de I’ensemble ordonné produit usuel N*+1,

Plongeons a présent I'ensemble Ag(n) dans N"™! en associant & une suite (ay, ..., a,)
strictement croissante de i le (n 4 1)-uplet (ay,...,a,,7). On vérifie sans peine que la
restriction & Ag(n) de l'ordre lexicographique (pour I'ordre usuel sur chaque facteur N)
définit un renforcement admissible de <,,.
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5. LA CATEGORIE Qg5 ; CONCLUSION

Le contenu de cette section (tiré de la section 8 de [47]) est en un sens analogue a
celui de 'exemple 4.11, mais avec de substantielles complications techniques dues au
fait que la combinatoire des surjections ensemblistes est beaucoup plus riche que celle
des injections.

Si f:n — m est un morphisme de Q (c’est-a-dire une fonction surjective), on définit
une fonction f':m — n par

fi(r) == min f 7 ({r})
(le min étant relatif a 'ordre usuel sur n). On note Qg, la sous-catégorie de €2 ayant les
mémes objets et dont les morphismes sont les f tels que f' soit une fonction croissante
(pour les ordres usuels). De fait, il est facile de vérifier que cette condition est stable
par composition et que 'on a
(gof) =fog
si f et g sont deux fleches composables de €2, (ce qui n’est pas vrai pour toutes les
fleches composables de Q!). La catégorie Qg est notée OS (pour ordered surjections)
dans [47] (ou Q est notée FS); elle apparait également (pour des motifs opéradiques
indépendants de questions de finitude) dans le travail [26] d’E. Hoffbeck et Vespa, d’olt
I'on tire 'indice sh (pour les battages, shuffles en anglais) utilisé dans la notation.
La catégorie Q2 est une petite catégorie squelettique dirigée.

PROPOSITION 5.1. — Pour tout n € N, la relation <, est un quasi-bon ordre sur
’ensemble Q27 ().

DEMONSTRATION (esquisse) — Si F est un ensemble fini, 'ensemble ordonné M(FE)
des mots sur F est 'ensemble des suites finies ordonnées (x1, ..., x,) d’éléments de F,
muni de la relation définie par : (z1,...,2,) < (y1,...,Ym) S’il existe une fonction
strictement croissante ¢ : n — m telle que x; = yg(;) pour tout i € n. Par le lemme
d’Higman [25], si E est un ensemble fini, alors M(F) est quasi-bien ordonné. Pour tout
n € N, on définit une fonction

p: Q% (m) - M(1) x M(2) x -+ x M(n)

en associant a une fleche f € Qg,(i,n) le n-uplet (g1,...,9,), ou g; est la restriction
de f a l'intervalle de n constitué des entiers strictement compris entre f'(t) et f'(t+1)
(ou strictement supérieurs & f'(n) si t = n) — cette restriction est vue comme un mot
en l'assimilant a la liste ordonnée de ses valeurs, qui appartiennent a t. On vérifie que
les relations f <, g et p(f) < p(g) sont équivalentes, ot 'ordre sur M(1) x M(2) x
-+« X M(n) est I'ordre produit, qui est un quasi-bon ordre comme tout produit fini de
quasi-bons ordres.

PROPOSITION 5.2. — Pour tout n € N, Uordre <,, sur Q% (n) posséde un renforcement
admissible <.
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DEMONSTRATION — On définit cette relation comme suit.

1. Pour i < j, on convient que f < g pour tous f € Qg (i,n) et g € Qg (j, n).

2. La restriction a Q,(i,n) coincide avec celle de I'ordre lexicographique sur n’ (on
considere ici Qg (i,n) comme sous-ensemble de Ens(i,n) = n*).

Il est clair que < est un bon ordre. Il étend < car f < g, pour f € Qu(i,n) et
g € Qu(j,n), implique i < 7 ou f = g. Vérifions que f < ¢ implique fh < gh, ou
fr9 € Qan(i,n) et h € Qg(j,1). Il existe r tel que f(s) = g(s) pour s < ret f(r) < g(r).
On a alors fh(t) = gh(t) pour t < h'(r), car cette inégalité entraine h(t) < r puisque h
appartient a Qg,, et fh(h'(r)) = gh(h'(r)) puisque hh' = Id, d’out la proposition.

PROPOSITION 5.3. — Le foncteur d’inclusion v : Q7 — QP est essentiellement sur-
jgectif et vérifie la propriété (F'S).

DEMONSTRATION — L’essentielle surjectivité est immédiate. On dispose par ailleurs,
pour tout n € N, d'un isomorphisme de foncteurs

UQ—,n) ~ Qu(—,n) x 3,

obtenu comme suit. Si f : i — n est une surjection, la fonction f':n — i est injective,
de sorte qu'il existe une et une seule permutation o € %, telle que f'o soit croissante.
L’isomorphisme est donné par f — (07! f,0) (ona (671 f)' = f'o, donc o' f appartient
a Q).

En combinant les trois propositions précédentes au corollaire 4.10 et a la proposi-
tion 2.5, on obtient la conclusion souhaitée :

COROLLAIRE 5.4. — La catégorie Q27) est de Grobner, tandis que QP et I'P sont quasi-
Grébner, elles vérifient donc la propriété (F'F).

Si A est un anneau fini, les catégories P(A), P'(A) et M(A) sont également quasi-
Grobner et vérifient (FF).

Remarque 5.5. — Cette méthode ne parait pas applicable a la catégorie S(A), ou A est
un anneau commutatif fini (cf. remarque 2.7). Pour remédier a cette difficulté, Putman
et Sam [44] la modifient légerement : ils transitent également par une catégorie dirigée
auxiliaire C (qu’ils désignent par OVI(A)), mais qui ne semble pas de Grébner. Ils
parviennent néanmoins a montrer qu’elle vérifie la propriété (F'F') en utilisant deux
relations d’ordre sur les ensembles sous-jacents aux C(x), dont l'une est un quasi-bon
ordre et l'autre est un bon ordre renforcant la premiere, mais avec des propriétés de
compatibilité a la composition plus faibles et subtiles que celles utilisées pour la notion
de renforcement admissible.
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