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INTRODUCTION

Le but de cet exposé est de présenter un ensemble de travaux de V. Banica et L. Vega
[BV08, BV09, BV12, BV13, BV13-a, BV15] a propos de I’équation du flot par courbure
binormale. Cette équation, issue de la mécanique des fluides, décrit I’évolution des tour-
billons filamentaires — écoulements de fluides pour lesquels le tourbillon se concentre
le long d’une courbe de l'espace. Il existe une famille remarquable de solutions auto-
similaires de ce flot, qui développent une singularité ponctuelle a temps égal a zéro. Ce
sont les questions d’existence et de stabilité de cette dynamique singuliére qui consti-
tuent le coeur des résultats expliqués ici. L’approche repose de facon essentielle sur le
lien qui unit le flot binormal et ’équation de Schrédinger.

1. LE FLOT PAR COURBURE BINORMALE

1.1. Une bréve présentation

L’objet d’étude de cet exposé est I'équation du flot par courbure binormale (!

Ici, ¥ : Ry x R = R3, (t,2) — x(¢,x) désigne une courbe paramétrée par la longueur
d’arc # € R au temps t € R,. L’équation (B) est un modéle asymptotique régissant
I’évolution des tourbillons filamentaires — écoulements de fluides ol le tourbillon se
concentre pour tout temps ¢t € R, le long d'une courbe de l'espace. Il a été obtenu de
fagon formelle, a partir des équations de la mécanique des fluides, par Da Rios [DR1906],
puis redécouvert par Arms et Hama [AH65]. On mentionne également ’article récent
de Jerrard et Seis [JS16] pour une dérivation rigoureuse sous des hypothéses plus faibles
de concentration du tourbillon. Bien que certaines des caractéristiques physiques des
filaments ne soient pas retrouvées au travers de ce modéle, I’équation (B) présente des
propriétés mathématiques riches et permet de prédire certaines dynamiques singuliéres,
notamment celles des solutions auto-similaires.

1. Dans toute cette note, 0, désigne la dérivée partielle /0y par rapport a y et 9y, la dérivée
partielle d’ordre deux 92 /9y?.
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En notant ¢(t,-) la courbure, 7(¢,-) la torsion, et (T'(¢,-),n(t,-),b(t,-)) le repére de
Serret-Frenet associés a la courbe x(t,-) ?), de sorte que T'(t,-) = O, x(t,") : R — S2,
on remarque que O, X A Opex = T A9, T = ¢T' A n. Ainsi, (B) admet une forme plus
condensée qui explique son appellation :

(9,5)( = cb.

Par ailleurs, en dérivant chacun des termes de (B) par rapport & x, on obtient une
équation pour le vecteur tangent uniquement, nommeée équation pour les applications
de Schrédinger )

(1) 0T =TA0,,T.

1.2. Quelques résultats d’existence de solutions

Le flot binormal admet plusieurs solutions explicites et simples :

e les droites de R® (qui forment des solutions stationnaires) ;

e les courbes qui forment des cercles se propageant en translation uniforme dans la
direction perpendiculaire a celle du cercle, a vitesse égale a I'inverse du rayon du cercle ;

o les courbes qui forment des hélices.

Il s’agit dans ces exemples de solutions réguliéres; il existe aussi une théorie pour
des solutions non nécessairement deux fois dérivables. Par exemple, on peut donner une
formulation de (B) au sens des distributions pour des courbes appartenant a L>(H?%/2).
De plus, d’aprés le paragraphe précédent, les problémes de Cauchy pour (B) et pour
(1) peuvent se traiter en paralléle. Ceci permet d’obtenir le caractére globalement bien
posé dans L>®(H?) pour (B), par combinaison des articles de Ding et Wang [DWO01]
et Chang, Shatah et Uhlenbeck [CSU00| ou d’aprés Nahmod, Shatah, Vega et Zeng
[NSVZ06]. Plus récemment, Jerrard et Smets [JS12| (voir aussi [S13]) ont établi des
résultats de stabilité pour (B) et (1) dans des espaces de régularité plus faible.

L’évolution de courbes trop singuliéres pour entrer dans le cadre précédent a été
considérée par différents auteurs. Jerrard et Smets [JS15] ont introduit une formulation
faible permettant de traiter des filaments avec des auto-intersections. Le cas de filaments
en forme de polygones réguliers, comportant donc plusieurs singularités de type « coin »,
a été étudié par De la Hoz et Vega [DLHV 15| grace a des techniques algébriques. Ceci
fait également 1'objet d’un travail en cours de Banica et Vega [BV16]. Des simulations
numériques pour la dynamique de ces filaments polygonaux ont également été réalisées
par Smets [S13].

Enfin, les filaments qui forment des courbes réguliéres sauf en un point (¢, x) en lequel
le filament forme un coin, ainsi que leurs perturbations, constituent 1’objet central des
travaux de V. Banica et L. Vega et bénéficieront d'un traitement & part dans la suite
de cet exposé.

2. Voir (4) ci-aprés pour un rappel de la définition précise.
3. Schrédinger map equation, dans la terminologie anglo-saxonne.
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1.3. Les solutions auto-similaires

Comme mentionné plus haut, des solutions remarquables de (B) sont données par
des courbes auto-similaires. On les recherche sous la forme suivante :

(2) X(t,x) = ViG (%) £>0, z€R,

oil G est une fonction lisse définie sur R. En effet, la variable auto-similaire x/v/t est
la seule compatible avec les échelles de 'équation. De telles solutions sont réguliéres a
t > 0 et développent une singularité a ¢ = 0. Celle-ci est nécessairement de « type coin
a Porigine », au sens que x(0, z) est la réunion de deux demi-droites formant un angle
nonnulaz=0:

(3) x(0,2) = Ayaly, () + A_zlg_(z),

avec Ay et A_ deux vecteurs non colinéaires de R?. Les filaments de la forme (2)
apparaissent dans différents contextes en physique, et leur comportement est illustré par
les figures 1 et 2 : dans les fluides, comme expliqué précédemment, dans les superfluides
[S85, L102, LI03| et en ferromagnétisme [LD81, LRT76, B8S|.

D’un point de vue mathématique, des calculs simples, connus depuis longtemps, per-
mettent de voir que les solutions auto-similaires (2) forment une famille & un para-
métre a, dont la courbure et la torsion en (t,) valent a/v/t et x/2t respectivement
(voir 'annexe 1 de [GRV03]).

L’analyse approfondie de telles solutions, comportant une description précise de leur
comportement au voisinage de la singularité, a été réalisée par Guttiérrez, Rivas et Vega
[GRV03]. Nous donnons ici une version partielle de leur principal résultat.

THEOREME 1.1 (Existence et description des solutions auto-similaires, [GRV03])
Soient Ay et A_ deuz vecteurs de R® non colinéaires. Soit a > 0 déterminé par la

s

— W2
formule sin ((A+, A,)/2> =e 2.
Il existe une unique solution, notée x,, a l’équation (B) de la forme (2) sur R x R,

ot G est de classe C™, et qui se comporte comme (3) at =0 au sens que

sup [ xa(t, 2) — Apalp, (z) — A_alp_(z)| < avi.
z€R

De plus, pour t > 0, la courbure de la courbe x4(t,-) est constante, égale & a/\/t, et sa
torsion au point x est égale a x/2t.

Enfin, il existe deux vecteurs By et B_ de C3, qui sont orthogonauz o Ay et A_
respectivement, tels que

22 ia” In l=]
By :1111(1) (n+1ib)(t,z)e" e in( f), pour £ x > 0.
—
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FIGURE 1. Tourbillons filamentaires dans un fluide rencontrant un obstacle
triangulaire de type aile delta, H. Werlé, ONERA 1963.

FIGURE 2. Tourbillons filamentaires aprés une reconnexion de lignes de tour-
billon quantique dans du hélium superfluide, E. Fonda et al., Proc. Nat. Acad.
Sci. (2014), 4707-4710.

Mentionnons qu’une étude semblable a été menée récemment par Gutiérrez et De
Laire |[GDL15] pour une version dissipative de ’équation (1), I’équation de Landau-
Lifshitz-Gilbert régissant 1’évolution de matériaux ferromagnétiques avec aimantation
TeS?:

T =T N0y T — T N (T N0y, T),

ot « > 0. Dans ce cadre, les solutions auto-similaires de [GDL15| développent le méme
type de singularité coin a t = 0 et leur torsion a la méme expression que dans le
théoréme 1.1 précédent. Toutefois le caractére dissipatif se retrouve au niveau de la

a:1:2
courbure, donnée par c(t, ) = ae™ it /\/1.

2. STABILITE ET EXISTENCE AUTOUR DE LA DYNAMIQUE
SINGULIERE : ENONCES DES RESULTATS

Le programme des articles [BV08, BV09, BV12, BV13| vise a analyser les problé-
matiques de stabilité et d’existence autour de la solution auto-similaire y, décrite au
théoréme 1.1. Plus précisément, la notion de stabilité qui a motivé ces travaux est celle
de la stabilité de la formation de la singularité de type coin a t = 0. En partant d'un
filament proche — en un sens a définir — de x,(1) et en le laissant évoluer par le flot
par courbure binormale, y a-t-il encore formation d’un coin & ¢ = 07 Le cas échéant,
quelles en sont les principales caractéristiques géométriques? Des réponses abouties
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dans ce sens sont apportées par [BV15] a l'aide du panel de résultats des articles pré-
cédents [BV08, BV09, BV12, BV13]. Nous en donnons ici des formulations simplifiées.
Le premier d’entre eux ) concerne la stabilité de la formation de la singularité o t = 0.

THEOREME 2.1 (Stabilité de la formation de la singularité coin, [BV15])

Soit a > 0. Soit xi, une courbe appartenant a C*(R,R3) qui est proche de x4(1)
dans un sens défini au paragraphe 4 (voir (19)) ci-aprés. 1l existe une unique solution
x € C([0,1], Lip(R,R3)) N C((0, 1], C*(R,R?)) a l’équation (B) telle que x(1) = xin. De
plus, cette solution vérifie les propriétés suivantes.

o Il existe une courbe xo € Lip(R,R?) N C'(R*,R?) telle que x(t,-) converge vers xo
et T(t,-) vers Ty = OXo lorsque t tend vers zéro au sens suivant : il existe C7 > 0 et
pour tout o < 1/6, pour tout € > 0, il existe C(g,a) > 0 tel que

sup |x(t,z) — xo(z)| < C1Vt, sup |T(t,z) — To(x)| < C(e, a)t™.

z€eR lz|>e

o [l existe T € S*, Ni° € C? et Cy > 0 tels que

C
sup }T(t,x) — Tf‘ < 2. VreR
t€(0,1] V|
. iz? jg?1 (m) 00
sup |(n+ib)(t,z)e e Vi) — Ng
te(0,1]

g—CQ V+z>0.

NE

e A translation et rotation pres, la courbe x exhibe en (t,x) = (0,0) une singularité

de méme structure que celle de x,, au sens que®

|z

lim Ty(zr) = Ay, lim lim ((n+ib)(t,x)eifdrT(t’y)dyeM ln(t)) — B..

z—0%t x—0%t t—0

Le résultat suivant permet d’étendre la solution au-dela de la formation de la singu-
larité pour des temps strictement négatifs :

THEOREME 2.2 (Continuation de la solution aprés le temps de singularité,[BV15|)
Sous les mémes hypothéses qu’au théoréeme 2.1, il existe une courbe

X € C([-1, 1], Lip(R, R*)) N C([=1, 1] \ {0}, C*(R,R?))

telle que X = x sur (0,1] X R et qui vérifie I’équation par courbure binormale sur
[—1,0) x RU(0,1] x R. Cette solution est unique parmi les courbes de telle réqularité
et telles que x(—1) est une perturbation de x,(1) au sens du paragraphe /.

De plus, le vecteur tangent f(t, x) = 0. X(t, x) vérifie les propriétés et estimations du
théoreme 2.1, en remplagant t par |t|.

4. L’ordre que nous choisissons ici est différent de celui de [BV15], pour des raisons de présentation.
5. On rappelle que 7(¢,y) désigne la torsion de x(t,-) en y.
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Remarque 2.3. — 1l est possible de formuler ’équation (B) dans un sens faible pour le
vecteur tangent sur tout 'ensemble [—1,1] x R (voir (19) dans [BV15]), en remarquant
que TA @mT Oy (T/\ 9) T) et que T'A 0, T est une mesure de Radon ; plus exactement,
T VAN 8xT — (5 (t,z)=(0,0) € Lt ([—1, 1} X R).

Comme étape suivante se pose la question naturelle du caractére bien posé de (B)
avec donnée initiale singuliére de méme nature que les prototypes de tourbillons donnés

par (2).

THEOREME 2.4 (Le probléme aux données initiales singuliéres)
Soit xo une courbe appartenant a C*(R\ {0}, R?) et qui est singuliere en x =0 au
sens suivant : il existe deux vecteurs non colinéaires A, et A_ tels que

xliréli OeXo(T) = Ax.

Soit a > 0 défini par sin ((A+, )/2) e ™2 On suppose que la courbure ¢ de Yo,
définie sur (—oo,0) U (0, +00), vérifie :

(1+[z[Y)e € L*((0,400)), (1 +|a[*)e € L*((~00,0)),

et que c vérifie des hypothéses de petitesse par rapport a a : il existe 0 < v < 1/2 et il
eziste C(a) > 0 tel que

sup |z|7c(x) + sup |z[7c(x) < C(a).
x€(0,1] x€[—1,0)

Alors il existe une unique courbe
Y € C(1-1,1], Lip(®, &%) N C([~1, 1]\ {0}, C* (R, R)

solution réguliere de (B) sur [-1,0) x R U (0,1] x R, qui vérifie les propriétés des
théoremes 2.1 et 2.2 avec cette courbe xq.

Remarque 2.5. — Le théoréme 2.4 autorise bien les prototypes de filaments avec un
coin, & savoir les xo = x,(0) donnés par (3) pour tout a > 0. En effet, la courbure est
alors nulle pour « # 0. Il permet de considérer également des perturbations (en termes
de la courbure) de ces filaments a coin.

Remarque 2.6. — La notion de proximité entre courbes mise en jeu aux théorémes
2.1 et 2.4 est définie de fagon locale, au voisinage de la singularité, et s’appuie sur la
correspondance avec I’équation de Schrodinger décrite ci-dessous. Elle ne signifie pas
nécessairement une proximité géométrique en tout point.
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3. VERS L’EQUATION DE SCHRODINGER

3.1. Transformation de Hasimoto, une correspondance formelle

Nous introduisons & présent une nouvelle écriture de ’équation du flot par courbure
binormale qui fait appel & une transformation due a Hasimoto [H72|. Dans ce para-
graphe, toutes les fonctions en jeu sont supposées assez réguliéres pour que les calculs
puissent étre effectués. Rappelons que (T, n, b) désigne le repére de Serret-Frenet associé
a la courbe, et notons ¢ et 7 la courbure et la torsion, définies par les formules de Frenet

T 0 c 0 T
(4) a:c n == —C 0 T n
b 0O —7 0 b

Hasimoto démontre alors que si la courbure ne s’annule pas, la fonction suivante, appelée
fonction filament

5) Y(t,2) = elt, ) exp ( [ e dy) ,

vérifie ’équation de Schrédinger non linéaire cubique

) 00 + Dty + 2 ([ — A1) = 0

ot A(t) est définie explicitement en fonction de ¢(t,0) et 7(¢,0). Plus exactement, on a

A(t) = (2

0y — T

2+8)@ﬁ)

C

Notons ici qu’en posant

w(e.) = vleesp (5 [ A)0s)

on est ramené a ’équation de Schrodinger cubique classique
1

L’idée de preuve dans [H72| consiste & utiliser les équations de Frenet en différentiant
deux fois le vecteur normal complexe

(1) N(t,2) = (n + ib)(t, ) exp (z /0 ity dy) ,

puis en identifiant les dérivées partielles 0, N et 0,4N. Ainsi que I'a remarqué Koiso
[K95], il est possible de s’affranchir de I’hypothése de non-annulation de la courbure
en considérant, au lieu du repére de Serret-Frenet, un repére orthonormal paralléele
(T'(t,-),ex(t,),ea(t,-)) qui vérifie

T 0 a p T
(8) Ohlen|t,)=|—-a 0 0 er | (t,);
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alors ¥(t,-) = a(t,-) + i5(t,-) est solution de 'équation (S) pour une certaine autre
fonction A(t). On renvoie le lecteur & 'annexe A de l'article de revue [P06] pour le
détail des calculs.

L’opération réciproque, qui consiste a retrouver le flot par courbure binormale depuis
I’équation de Schrodinger, s’effectue formellement de la fagon suivante (voir par exemple
la section 2 dans [BV13]). Soit ¢ une solution suffisamment réguliére de (S). Soient

a=Rev, [=Imq.

Un repére orthonormé initial (7 e;,e2)(0,0) étant fixé, on détermine d’abord
(T, eq1,e2)(t,0) pour tout t > 0 via le systeéme

T 0 —0, [oel
9) O |er] (£,0) = xﬁ 0 —5 (VPP = A1) | (t,0).
es a 5 (W)= A1) 0

Puis, on cherche (T, ey,e5)(t,-) comme l'unique solution correspondante de (8). En
posant

N:61+i62

et en utilisant le fait que 1) satisfait (S), on vérifie d’'une part que

0,T = Re@) O,N = —yT

(10) (E ) ON = —10,T — % (‘sz - A(t)) N’

et d’autre part que

Le systéme (10) interviendra au paragraphe 5.2 dans la preuve du théoréme 2.1.

Finalement, il suffit de fixer (tg,z¢) € Ry x R et un point My € R3, puis de définir
X(t,z) par la formule

(11) x(t,x) = My + /x T(t,y)dy + /t(T/\ 0,T)(s,x0) ds

zo to

qui est alors bien une solution du flot par courbure binormale tel que x(tg, zo) = Mp.

Remarque 3.1 ([BV13]). — Les quantités définies ci-dessus sont liées par les formules
(lorsque 1) ne s’annule pas)

c=lyl, r=Im (8;1/’),

N(t,x) = (e1 +iex)(t, z) = (n + ib)(¢t, x) exp (z /Ox 7(t,y) dy) .
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3.2. D’autres connections avec I’équation de Schrodinger

Il existe un autre passage célébre entre le domaine de la mécanique des fluides et celui
des équations de Schrodinger, mis en lumiére par Madelung [M27|. La transformation
de Madelung associe a une solution ¢ de I’équation de Gross-Pitaevskii

(12) z'atw%mpwu WP =0, ¥ RxRIC, de {23}

une densité p = || et un vecteur v = Varg(y)). Alors les variables p et v satisfont a
un systéme de type Euler compressible avec pression quantique, appelé forme hydro-
dynamique de (12)

Op+ V- (pv) =0

0w+(v-V)v+V(1—p):V(§—\\//_§>.

On pourra consulter 'article de revue de Carles, Danchin et Saut [CDS12| pour davan-

(13)

tage de détails a ce sujet. Ainsi, la transformation de Hasimoto peut étre vue comme
la transformation inverse a celle de Madelung, en posant p = ¢® et v = 27.

Lorsque le module [¢| de la solution de I’équation de Gross-Pitaevskii est proche de
un, la forme hydrodynamique (13) s’identifie a 1’équation d’Euler incompressible. Or,
c’est de cette derniére que provient le flot par courbure binormale dans les fluides com-
portant des filaments. Il est en fait conjecturé que le flot binormal est un modéle limite
pertinent dans certains régimes asymptotiques de I'équation de Gross-Pitaevskii (9. Ceci
a été établi rigoureusement, pour le cas du cercle en translation uniforme, par Jerrard
[J02].

Enfin, mentionnons 'apparition de systemes d’équations de Schrodinger non linéaires
régissant 'interaction de plusieurs filaments tourbillonnaires. Lorsque ces derniers sont
supposés étre de petites perturbations de N filaments droits et tous paralléles au méme
axe, leurs positions peuvent étre décrites a l'aide de fonctions ¥; : R x R — C qui
évoluent selon un modele obtenu par Klein, Majda and Damodaran [KMD95] :

U, — 0,

|\1’j——‘l’k|2:0’ 1<j<N,

k#j

ot les I'; € R sont les circulations des filaments. Notons que ce systéme se réduit a un
systéme d’équations différentielles ordinaires (systéme des tourbillons ponctuels) pour
des filaments droits c¢’est-a-dire lorsque W;(¢, ) = W;(t).

6. Aprés changement d’échelle en temps et en espace.
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3.3. Fonctions filaments des solutions particuliéres

En calculant les courbures et torsions des solutions particuliéres énumérées précé-
demment, nous pouvons donner les formules explicites des fonctions filament corres-
pondantes :

e pour les lignes droites, la courbure ¢ est identiquement nulle, donc ¢ =0, A =0

e pour les anneaur en translation uniforme, la courbure ¢ = ¢y est constante, la
torsion 7 est identiquement nulle, donc 9(t, ) = vy est constante et A(t) = Ay = c3;

e pour les hélices, ¢ = ¢y et T = 7y sont constantes, donc (¢, ) = coexp(itoz) et
Alt) = =218 + 3

e venons-en aux solutions auto-similaires. Pour x, définie au théoréme 1.1, nous
avons vu que ¢,(t,z) = a/\/t et 7,(t,r) = 2/2t. Donc

(1 lte) = e ().

de sorte que A(t) = a?/t et 1), est solution de I'équation

2
(15 o+ 00+ 5 (108 = ) =0

Dans le formalisme de Hasimoto, les singularités de type coin pour le filament se tra-
duisent par une masse de Dirac pour la fonction filament. Plus précisément, la fonction
filament du filament constitué de deux demi-droites de directions A_ et A, , c’est-a-dire
la limite x,(0,x) de x,(t, x) lorsque t tend vers zéro, est la mesure de Dirac

»,(0, ) = adp—o.

De facon réciproque, la procédure présentée plus haut permet de construire, & partir
de solutions explicites pour (S), de nouvelles solutions explicites mais plus complexes
pour I'équation (B). C’est le cas par exemple de la solution en forme de filament avec
propagation de solitons trouvée dans [H72| :

1 1
Yltx) = 24/2 cosh(z — 2Nt)

exp (—iN*t+iNz), A(t)=-1, oa N €eR.

4. FORMULATION DES PROBLEMES DE STABILITE ET
D’EXISTENCE AUTOUR DE LA DYNAMIQUE SINGULIERE

La clé des démonstrations des théorémes 2.1, 2.2 et 2.4 tient dans la reformulation
systématique des problématiques envisagées en termes de fonction filament et d’équation
de Schrédinger. La difficulté majeure réside dans le fait que I'on considére des données —
initiales ou finales, selon le point de vue — de type mesure de Dirac, qui n’appartiennent
pas aux espaces de résolution usuels pour ’équation de Schrédinger non linéaire : pour
tout s > 0, le probléme de Cauchy est globalement bien posé dans H*® (voir les articles
[GVT79, CW90]) et mal posé lorsque s < 0 [KPVO01]. Plus exactement, le probléme est
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mal posé lorsque la donnée initiale est la mesure de Dirac ady : sinon, 'unique solution
serait e/ Mty (¢, ) qui n’a pas de limite en ¢ = 0.

La transformation pseudo-conforme est un moyen d’oter la mesure de Dirac dans la
donnée initiale 1,(0,2) et de se ramener a l'é¢tude de la solution lorsque ¢ tend vers
I'infini. Elle consiste a poser, pour une solution ¢ de (15),

(16) Oty 2) = Tolt, z) = %@ (% %) |

Alors la fonction v est solution de

(17) 10 + Oppv + 2% (Jo[2 = a2) = 0.

De plus, lorsque ¥ = 1,, on a v = a.

Finalement, le probléme de stabilité pour les solutions y du flot par courbure bi-
normale, autour des solutions auto-similaires y, au voisinage de la formation de la
singularité, c’est-a-dire lorsque t tend vers zéro, peut ainsi se reformuler en les termes
suivants. Analyser le comportement des solutions de (17) de la forme v = a+wu lorsque t
tend vers ['infini, lorsque la perturbation u appartient a un espace fonctionnel approprié,
a une « petite norme » dans cet espace — au moins initialement, c’est-a-dire at =1 —,
et vérifie ’équation

. +
(18) z@tu—l—ﬁmujt% (Ja+ul* —a*) =0,
complétée éventuellement de la donnée initiale u(1) = wuy,. Dans ce dernier cas, la

fonction filament de la courbe correspondante i, at =1 est donnée par

M
[

(19) Gin(@) = 0(1,7) = 6T + e

On convient de dire que la courbe i, est proche de xq(1) si uy,, ainsi que ses quatre
premieres dérivées, sont assez petites dans un espace fonctionnel approprié, défini dans
(21) ci-dessous.

L’analyse de (18) comporte plusieurs volets, étudiés dans les différents articles [BV08,
BV09, BV12, BV13, BV15| que nous rapportons ci-dessous. Les propriétés dites de
« scattering » (7 — opérateurs d’ondes, complétude asymptotique — liées au caractére
dispersif de I’équation jouent un réle central dans la démonstration du théoréme 2.4,
comme nous l'expliquerons au paragraphe 5.3 ci-apres.

e L’emistence globale d’une solution de (18) dans C([1,+0o0), H'), pour toute donnée

initiale uy, € H', est établie dans [BVO08|. Ce résultat repose sur I'énergie associée a
(17),

1 1
E(t) = §/R|6xv|2d:p+4—t/R(|y|2_a2)2 dx,

7. Diffusion en frangais, mais ce terme est davantage utilisé en anglais.



111812

qui vérifie I'estimation de décroissance

d 1

Bt = —— 2 _ a2 de < 0.
7P =18 R(M a’)" dz <0

e La construction d’opérateurs d’ondes fait 'objet de [BV09] sous des hypothéses de
petitesse de a. Plus précisément, si s € N, soit u, petit dans 'espace H=2 N H*NW*1.
Alors il existe une unique solution u € C([1,+o00, H®) de (18) telle que pour tout
1<k<s,

sup Vi Hu<t) _ eI \/iei(tfl)amu+‘
>1

L2
+ supt Hu(t) — i’ ln\/zei(t’l)a”quH < Cla,uy).
>1 Hk
On appelle u, état final. On parle de phénomeéne longue portée car la solution ainsi
construite se comporte de fagon asymptotique comme la solution de 1’équation linéarisée
de (18) avec donnée initiale u, & un facteur e ™V pres.
En particulier, ceci signifie que la fonction filament (¢, x) se comporte comme

2 —e'n
(20) e'at + 5

U
Vit VA4 *

lorsque t tend vers zéro. Nous verrons plus loin qu’en dépit de cette divergence, la

a 2 eiagln\/fz( ZC)

courbe x(t,x), ainsi que ses vecteurs tangent et normal, ont quant & eux une limite
lorsque t tend vers zéro.

e La complétude asymptotique est établie dans [BV12| au sens suivant. Pour un
certain 0 < v < 1/2, les auteurs introduisent I’espace

1) x1={rertlemlerfe) e =11}

Soit s € N et soit u, tel que d¥uy, soit petit dans X7, pour tout 0 < k < s. Alors il existe
une unique solution globale u de (18) telle que u(1) = u;, et dfu € L®((1, +00), X7) N
LA((1,4+00), L*). De plus, il existe u, € H*, avec d%u, € X7, tel que

u(t) . eia2 1n\/iez‘(t—1)8me+HH5 < C’(a,uin,oz),

sup t*

t>1
pour tout o < 1/2 — ~. En termes géométriques, ce résultat implique que toute courbe
Xin qui est proche de la courbe y, — au sens ou la perturbation u;, a une norme petite
dans X7, ainsi que ses dérivées — donne lieu a une solution réguliére a ¢ > 0 du flot par
courbure binormale et qui développe une singularité de type coin a t = 0. Il s’agit la
d’un premier résultat important de stabilité de la formation de la singularité, dont les
caractéristiques géométriques ne sont a ce stade pas encore totalement précisées.

o [’existence d’opérateurs d’ondes est a nouveau étudiée dans [BV12|, dans lequel
les hypothéses d’appartenance & H 2 et de petitesse de a de [BV09] sont levées. Il y est
établi que si u, est tel que O%u, est petit dans X7 pour 0 < k < s, il existe une unique
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solution globale u de (18) telle que *u € L>®((1,+00), X7) N L*((1,4+00), L>) et qui
vérifie

sup t* ||u(t) — eia” Vi pi(t=1)0ze < Cl(a,uy, ),

t>1

Uy

HHS

pour tout a < 1/2 — .

o Une description géométrique poussée de la formation de la singularité est four-
nie dans [BV13, Theorem 1.1]. Sous des hypothéses supplémentaires pour la pertur-
bation wu;, (appartenance & des espaces de Sobolev a poids), le comportement de la
solution du flot binormal y, construite a partir de la courbe x;, dont la fonction fila-
ment & t = 1 est donnée par (19), est décrit de fagon quantitative via des estimations
pour les vecteurs tangent 7' et normal complexe N semblables a celles du théoréme
2.1. En particulier, on retrouve la formation du méme coin que pour x, a t = 0, pour
toute perturbation initiale de y,(1). Ceci démontre donc que la dynamique singuliére
des solutions auto-similaires x, est stable.

5. ESQUISSES DE PREUVE

Le but de cette section est d’apporter des éléments de preuve des différents résultats
présentés plus haut.

5.1. Scattering pour (18)

Ce paragraphe est dédié a la construction d’opérateurs d’ondes pour (18) : étant
donné un certain profil asymptotique w, il s’agit de construire une solution u globale
qui en est proche lorsque ¢ tend vers l'infini. La stratégie usuelle, pour les équations de
type Schrodinger non linéaires, consiste a chercher un point five a l’infini, autrement
dit un point fixe u pour 'application résultant de la formule de Duhamel

[ sy, (@t 2 2 :
(22) U w —z/ e/t ( 99 (Ja+ul> —a®) — (ZatW+axxw)(S)) ds.
t

Si I'on cherche comme profil asymptotique une solution de ’équation de Schrédinger
linéaire

w(t) = ey
les termes linéaires du terme source — qui sont les plus délicats & controler — dans
I'intégrale du membre de droite se comportent, lorsque ¢ tend vers l'infini, comme

) +oo eisamqur
F1<t7eztag;zu+) _ CL2/ ez(t—s)azm (2—> dS,
t S

t0za _ 2 i i(t—5)0a e’y
Fy(t, e uy) =a e ds.
¢ 2s
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A l'inverse du second terme, le premier terme linéaire I} est a priori source de difficultés,

puisque dépourvu d’oscillations :
= . — ds = +o0.
s = ‘ 25

+00 150z
pit=8)0s (€Ut
¢ 2s

. R 1. , _iq2 .
Ceci suggére de considérer le cas longue portée, en remplagant u par ue™*¢ Vi e qui
ramene a ’équation

2

(23) 104U + Ot + F(t,u).

2t1+za2 vl

Ici, F' est une fonction non linéaire en u qui n’implique que des termes cubiques et
quadratiques. L’analyse des propriétés de scattering comporte dans un premier temps
I’étude de I’équation linéaire correspondante

(24) 10U + Opgtt + 1t =0.

e Premiéres estimations pour 1’équation linéaire (24)

On commence par des estimations établies dans [BV12, Lemme 2.1, Lemme 2.2|, puis
améliorées dans [BV13, Lemma 6.1], concernant la croissance des modes de Fourier pour
I’équation linéaire.

LEMME 5.1. — Soit u une solution de (24). Pour tout § > 0, il existe C(0) tel que

[a(t, &)l < CO (a1, )| + a1, =¢)l), VEeR, Vt=1,

mmng@+%?ymmm+mLfm,Wew,sz

PREUVE (esquisse) — La transformée de Fourier de (24) donne

2 2

(1, €) — E20(t,€) + St ti(t,€) = 041, €) — Elt,€) + iz alt,—€) = 0.

En multipliant par ﬁ(t, €), puis en prenant la partie imaginaire, cela méne a

0O =~ (it -9

Ainsi,
. a’ .
et il en va de méme en remplacant & par —¢£. D’ou, en appliquant le lemme de Gronwall

a la fonction t — |a(t, &)| + |u(t, =£)|,
[at, &))< ¢ (Ja(1, &) + |a(L, =&)]) .

Le fait qu’il soit possible d’obtenir une croissance polynomiale en ¢ indépendante de
a est démontré dans [BV13, Lemma 6.1], & l'aide de calculs de nature trés technique
portant sur les quantités Rewu et Imu. Nous les omettons ici.
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Dans l'optique d’établir la propriété de complétude asymptotique, on déduit du
lemme 5.1 une estimation pour le terme de Duhamel F;(t,u) correspondant a la partie
oscillante du linéarisé de (18). Définissons, pour ty > t; > 1,

ta FYP TS
—i —i i—s)e2 U(s, =€)
Ay, 1,(6) = F (€7 Fy(ty,u) — e "% Fy(t,u)) (§) = a2/ e Ik i

t1

ds.

Le lemme 2.5 dans [BV12] stipule alors que

LEMME 5.2. — Soit u une solution de (24). Pour tout 6 > 0, il existe C(0) tel que
pour & # 0,
u(1, )| + [u(l, =§)|

t1€? .

At 2 (€)] < C(8) (1 +1€7°)

PREUVE (esquisse) — Par intégration par parties,
Ay () 20 ill =8 ealt, —¢)
1,2 -

Z’é‘Zt%Jr’iaQ ifzt%ﬂ'a?
to is€? 3W e —€)
e su(s, . 9 U(S, f)
—/tl e ( g (i) =amg | ds.

D’aprés (25) et la seconde estimation du lemme 5.1, ceci implique que

Ay ()] <O <1 . 0(6)) 31,6l + [a(1, ~¢)| (1 N / d_)

€10 &2 E 15 L

et la conclusion s’ensuit.

e Scattering pour 1’équation linéaire

L’estimation du lemme 5.2 suggére un traitement séparé des basses fréquences [¢| < 1
et hautes fréquences [£| > 1. Ceci explique l'introduction de I'espace X dans (21) ainsi
que de son pendant pour les fonctions dépendant du temps

vi={r e L2100, 2 | Il =sup (WOt Jlerfee] . Y<bo}

Soit u;, € X7. Nous savons déja qu'il existe une solution globale unique u de (24)

dans l'espace C([1,+00), L?) telle que u(1) = u;,. D’une part, la premiére estimation
du lemme 5.1, avec § = 7, implique que

T EP At M oo -1,y < COMEP A oo 21,19y < C V) Nwinll -

D’autre part, d’aprés la seconde estimation de ce méme lemme, en rappelant que
v <1/2,

Ja)l 2 = 1A a1 + 18 p2gar 1.0
< CON) EN | g NEPBD ey + 212D < CO) il

Il en résulte que u € Y7 et que

(26) [ully- < CO) luinll v -
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On en vient ensuite a la propriété de complétude asymptotique, équivalente au fait
que e~ #9s2q(t) admet une limite lorsque ¢ tend vers 'infini, soit encore &

lim He_ma”u(tg) — e_Zt”?”u(tl)H =0,

t1,ta—400
ott la norme |-|| désigne la norme L? ou H®. D’aprés la formule de Duhamel, u est
donnée par

+0o i(t—8)0zz7T
_ itOer,, 2 € u(s)

u(t) = e uy —ia /t e ds,
et il s’ensuit que la transformée de Fourier de e~"2%zq(ty) — e~ 1%y (t,) est précisément
At1,t2'

En vertu du lemme 5.2, on a d’une part

[u(1)]] [Jin ||
HAtl,tzHLz(R\[_M]) <C £ <C i ’

et d’autre part

||A || H’gpa(l)HLw([—I,I]) H|€|_2_7_5H C ||uin||Xv
ttell 21y <e2<1) S t rnses) = 2GR

Les autres régions 1/ty < €2 < 1/t; et €2 < 1/ty sont traitées par des découpages
judicieux utilisant & nouveau les estimations des lemmes 5.1 et 5.2. Finalement, on
obtient effectivement que

t11—i>IEoo ||14tl’t2HL2 = 0’

et la complétude asymptotique — ainsi que les taux de convergence énoncés plus haut —
en découlent. On renvoie au paragraphe 2 de [BV12] pour les détails.

e Scattering pour I’équation non linéaire (23)

Afin d’établir les propriétés de scattering pour I’équation non linéaire, on considére
cette derniére comme une perturbation de [’équation linéaire en cherchant la solution
sous la forme

u(t) = S(t, 1w, + /1 S(t,s)F(s,u(s))ds,

ou S(t,to) f désigne la solution de (24) issue de f at = ty. Cette analyse est effectuée au
paragraphe 3 de [BV12] a I'aide des estimations précédentes pour S(t, 1). En particulier,
le corollaire 3.3 établit que si 9*% est de petite norme dans X7 pour 0 < k < s, alors la
solution u vérifie l'estimation analogue a (26) dans le cas linéaire pour s = 0 :

(27) Z ||a]:;“HYmL4([1,+oo),Loo) < C(a) Z HafuinHXv .
k=0

k=0
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5.2. Comportement asymptotique des vecteurs tangent et normal : preuve
du théoréme 2.1

Soit Xin une courbe de R comme dans le théoréme 2.1, c’est-a-dire telle que la fonction
filament associée vérifie (19) pour une fonction uy, telle que 8’;uin soit assez petite dans
X7 pour tout 0 < k < 4. D’apreés ce qui précéde, il existe une solution globale v € Y7
correspondante, et il existe u, € X7 tel que u soit proche de ¢l In Vigitdas uy () lorsque
t tend vers U'infini. Soit v = a+wu, puis définissons ¢ pour ¢ € (0, 1] par la transformation
pseudo-conforme (16), soit par

iz
elat

1z
28 t.x) = =2,
29 vita) = e+ (1.5)
Enfin, construisons des vecteurs tangent et normal en résolvant le systéme (10) pour
€ (0, 1] avec comme donnée initiale (7, N)(1,0) = (e, es + ie3), ou (ey, eg, €3) désigne
la base canonique de R3. Puis, posons My = 0 et définissons x(¢, ) pour ¢ € (0,1] par
la formule (11); ainsi, on a x(0,0) = 0.

e Comportement asymptotique de T'(¢,-) et N(t,-)

Le but de ce paragraphe est d’obtenir les estimations du théoréme 2.1 pour T'(¢, x)
et N(t,x) lorsque t € (0, 1] est fixé et |z| tend vers U'infini. En intégrant le systéme (10)
par rapport a x, avec ¢ donné par (28), on a par intégration par parties

T(t, 1’2) — T(t, $1)

“e‘i% 1y
=R —, = | N(t,y)d
( o) (3.4) M) y)

— Re (22'\/% / “o, <e—) ot (o d) vy dy)

e (1) Y00 e o
¥

~Re (22’15 / x ¢(y,y) 9,N(t,y) dy) “Im <2tmijf2) > +Im (2t_<ijlx1)) .

En utilisant & nouveau (10) pour N, on obtient

T(t,zo) —T(t,x7)

x2 ~y2 N $2_ _N
= Im (% . e~ dyu (%%) %dy) +Im (Qt/_m w(t,y)—y(;’y) dy>
—Im <2tw(t xQ)) +Im (215M) .

X2 T

Puisque H*(R) C L®(R), on a ||t ;o < Cla+ [|u(1/t)|1)/V/1, ainsi

‘T(t,xg) —T(t,x;) —Im (% :2 e”'%ayu <1 Q) N(Z’ v) dy)‘ < C\/—(a + lu(/D)] ).
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Puisque 0,u(1/t) € L?, I'inégalité de Cauchy-Schwartz implique que

/ e_i%ayu (17Q> N(t,y) dy‘ < C”ax“(l/t)HL?‘
x1 it Yy \/|J]1’

En faisant tendre x5 vers I'infini, on obtient donc I'existence de vecteurs T9°(t) et T>°(t)

qui vérifient les estimations du théoréeme 2.1. Le fait qu’ils s’avérent indépendant de ¢
est démontré au paragraphe 3.2 de [BV13]. Les comportements asymptotiques pour N
sont déterminés au paragraphe 3 de [BV13] par des arguments similaires.

e Comportement de 7'(-,z) et de N(-,x) pour z # 0 lorsque t tend vers zéro
L’existence de Ty € L™ tel que T'(t,z) converge vers Ty(z) pour x # 0 selon les

estimations du théoréme 2.1 fait I'objet de [BV15, Proposition 3.6] (voir aussi [BV13-a,

Par. 3.2.2]). Dans [BV13, Par. 4], il est également établi que

)

]

(20) [(t.0) = Tlo)] < €104 ) (

ot P(z) est une combinaison linéaire de 2%, 1 < k < 4.
De plus, le comportement du repére paralléle (N, T') peut étre précisé. Posons

N t,x) = N(t,z)exp(ia®In B)
(1.2) = Nt et (1]
Alors d’aprés [BV15, Par. 3.2], il existe une limite de N (t,z) lorsque t tend vers zéro,
et de plus, a rotation pres :

N — N® 00; y ia21n|y\T d

o(x) = N=+ [ us(3)e o(y) dy,

(30) et

To(z) =T — Re </ uy <§> e~ I N () dy) , Vx>0,

et les formules analogues ont lieu pour x < 0. Ces égalités sont basées sur le résultat
de complétude asymptotique décrit par (20).

e Comportement de y lorsque ¢t tend vers zéro
Rappelons que c(t) = [¢(t)], donc ||c(t)]| o < C(||[Dully,)/Vt. Puisque d;x = cb,
ceci implique que x(t) a bien une limite yq lorsque ¢ tend vers zéro, et de plus

sup [x (¢, 2) — xo(7)| < /0 le(s) 1z ds < C(||Dull ;) V.

z€R
e Formation de ’angle de Tj
On ébauche la preuve du dernier point du théoréme 2.1, a savoir la formation de
I'angle a t = 0 et * = 0. On renvoie a la démonstration de la proposition 5.1 dans
[BV13] pour les détails. Puisque u € L*([1,400), L>) (voir (27)), il existe une suite
(tn) qui tend vers zéro telle que ||u(1/t,)||;~ tend vers zéro. Introduisons les fonctions
d’une variable

To(z) = T(tn, Vtar), Nyp(z) = N(tn, Vtaz), x#0,
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ou t, tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini. On se focalise ainsi sur la limite en
(0, 0) selon une direction bien particuliére. En insérant l'expression (28) dans le systéme
(10), on a

T/(2) = ViRe (Bt vEr) Na(a))

= Re (anTNn(x)> + Re (e”u (t_’ %) Nn(x)> :
1 =z

N (2) = /Bt (tn, VI To(z) = —ads Ty(z) — €5 u (E’ 7) ().

Comme |T,,(z)| = 1 et |N,(z)| = 2, le théoréme d’Ascoli-Arzela assure l'existence d'une
sous-suite telle que (7}, )ken €t (Ny, )ren convergent uniformément sur les compacts
de R* vers une solution (7, N,) du systéme

T!(x) = Re (aei%]\f*(x))
N'(z) = —a¢ T Tu(x), pour z # 0.

Alinsi, <T* (x),Re (e‘i%N* (x)) ,Im (e_iﬁN*(x)>> est le repére de Serret-Frenet d'une
courbe dont la courbure et la torsion sont données par a et x/2 respectivement pour
x # 0. D’une part, I’étude réalisée par [GRV03| pour un tel systéme implique qu’a
rotation et translation prés, on a le comportement asymptotique lorsque = tend vers
I'infini :

lim Ti(z) = Ay;

r—+o00

D’autre part, on a pour x # 0

T(w) = Tim (Tt Vi) = To(Vi)) + T To(v/Ero)

n—-+o0o
ol o
sup [T (tn, Vtnz) — To(Vtaa)| < Tl
neN T

d’apres (29). Il s’ensuit que
lim To(ZL‘) = A:I:-

x—0*t

5.3. Preuve du théoréme 2.4

Considérons la solution auto-similaire y, du théoréme 1.1, dont ’asymptotique en
t = 0 est le filament (3) dont l'angle est donné par celui de g, c’est-a-dire par les
directions des vecteurs A, et A_. Par ailleurs, les vecteurs By désignent les limites des
vecteurs normaux complexes :

B: = lim lim N(t, ).

z—0% t—0

L’argument central de [BV15] consiste a considérer la courbe y, comme un état final
pour une courbe construite par le théoréme 2.1 comme perturbation de x,, a partir
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d’une solution globale u de I’équation (18). L’état final w, vérifie nécessairement le
systéme (30). Ceci améne a raisonner selon les étapes décrites briévement ci-dessous.

e Construction de I’état final

Dans un premier temps, on trouve une solution (Ny, g) aux systémes suivants :

(9,Ty(x) = —Re (g(x)ﬁo(x))

(31) O, No(z) = —g(2)Ty(x), V>0,
| (No, To)(0) = (B, Ay)

et
(9,To(z) = —Re (g(x)ﬁo(x)>

(32) 9. No(z) = —g(2)Ty(x), Va <0,
\(N07T0>(0) = (B_,A).

D’aprés la remarque 3.1 et la caractérisation (8) du repére paralléle, il s’ensuit que
lg(x)| = ¢(x) est précisément la courbure de xo. En accord avec (30), définissons

(33) us(w) = F ' (922 ).

e Construction d’une solution globale

Au vu des hypothéses pour ¢, la fonction wu, appartient a l'espace X7 pour
0 < v < 1/2 et ses quatre premiéres dérivées y sont assez petites par rapport a a. Ainsi,
d’aprés existence d’opérateurs d’ondes de [BV12], il existe une solution globale u de
I’équation (18) qui admet u, comme état final. De cette solution u sur [1, +00) découle
une fonction filament v sur (0, 1] qui elle-méme donne lieu a une solution x du flot
binormal selon le procédé décrit plus haut (voir (11)).

e Donnée initiale retrouvée

Finalement, il ne reste plus qu’a vérifier que y a bien yo comme donnée initiale. Les
arguments de la preuve du théoréme 2.1 appliqués a x impliquent ’existence d’une trace
(T° NY) pour le repére paralléle associé¢ a x(,-) lorsque t tend vers zéro. En outre, il
existe d’aprés [BV13, Par. 5| une rotation, notée R, telle que

lim RT°(z) = Ay, lim RN°(z) = B..

x—0E x—0%
De plus, (RTO,RNO) vérifie le systéme (30). Donc, par définition de u, et de g,
(RT°, RN?) veérifie les mémes systémes (31)-(32) que (Tp,Np). Il s’ensuit que
(RT°, RN®) = (Ty, Ny), puis que la courbe Ry satisfait aux conclusions du théo-
reme 2.4.
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5.4. Preuve du théoréme 2.2

Celle-ci est détaillée au paragraphe 3.4 de larticle [BV15] et repose sur des argu-

ments géométriques d’'une part, et sur le fait que 'équation (B) est réversible en ce

sens que (t,z) — x(—t,—x) est également une solution lorsque x l'est. Dés lors, le

théoréme 2.4 permet de trouver une solution unique pour ¢ € (0, 1] avec donnée ini-

tiale x§ :  — xo(—x), notée x*. Puis, la courbe paramétrée définie par \ : (t,z) —
X*(—t,—x) pour t € [—1,0) et par x(¢,z) pour t € (0, 1] convient.
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