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POSITIVITE DES IMAGES DIRECTES ET APPLICATIONS
[d’aprés Bo Berndtsson]

par Mihai PAUN

1. INTRODUCTION

Le but de ce texte est de présenter une partie des travaux récents de Bo Berndtsson
[Bo09], |Boll], [Bol5| ainsi que certaines de leurs nombreuses conséquences obtenues
en analyse et géométrie complexe. En guise d’introduction, nous allons évoquer un
beau résultat de géométrie convexe qui a été une importante source d’inspiration pour
larticle [Bo09] et ceux qui ont suivi.

Soit A C R™"! un ensemble convexe. On définit ses sections par rapport a la projec-
tion sur le 1¢ facteur :

(1) Ay ={zeR": (t,x) € A}.

Une des versions du théoréeme de Brunn-Minkowski (cf. e.g. [Ga]) s’énonce comme suit
THEOREME 1.1. — La fonction t — (VolAt)n%1 est concave.

C’est un résultat fondamental en géométrie convexe ; une version « fonctionnelle » a été
obtenue par Leindler-Prekopa, cf. e.g. [Pre].

THEOREME 1.2 (|Pre|). — Soit ¢ : R"™' — R une fonction convere. On définit la
fonction ¢ par la formule suivante

(2) e~?) ::/ e PN ().
Alors ¢ est convexe.

Compte tenu de 'importance de ce type de propriétés en géométrie convexe, il est
naturel d’essayer d’en formuler et démontrer une version complexe. Cela veut dire qu’on
remplace R"™ par C" et I'hypothése ¢ convezre par ¢ plurisousharmonique (qu’on va
abréger en psh par la suite). Malheureusement, la fonction ¢ qui en résulte — i.e.,
définie selon I’égalité (2) — peut ne pas étre psh, comme le montre ’exemple suivant di
a C. Kiselman, cf. [Ki7§|
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Soit @(w,z) = |z — w|* — |2z|*; c’est une fonction psh dans C2. Un calcul sans
difficulté montre qu’on a $(z) = —|z|* + ¢, ol ¢ est une constante dont la valeur est
sans importance ; on voit que ¢ n’est pas psh.

La généralisation naive du théoréme 1.2 n’est donc pas vraie. Afin d’obtenir la version
juste, il faut changer un peu de point de vue, comme suit. La fonction ¢ dans (2) s’écrit

1
fAt e~ o) d\(x)

(3) p(t) = log

et pour chaque t € R on a

(4) ?W = sup  |f(x)f
Feker(d) | flle<1

ot || f||7 = |f|2e ?®d) (). On a noté d opérateur de Poincaré. Les égalités (3)

et (4) sont equivalentes simplement parce qu'une fonction se trouve dans le noyau de
I'opérateur d si et seulement si elle est constante.

L’analogue de I'opérateur d en analyse complexe est I'opérateur 0 et son noyau se trouve
étre l'espace des fonctions holomorphes. Dans (4), on devrait plutot considerer le sup
pour toutes les fonctions holomorphes de norme au plus un. L’exemple suivant [MY04]
montre qu’on est sur la bonne voie. Soit p une fonction sousharmonique, et soit D C C?
le domaine (de Hartogs) correspondant

(5) D:={(t,2) eCxC: |z]* < e’zp(t)} :
La tranche D, C C est le disque de rayon e ”®_ et la fonction analogue de @ s’écrit
(6) ? = sup|f(2)P,

af=0,]|flle<1

ot la norme est || f||? := / |£(2)]2d\. Autrement dit, e?*2) est le noyau de Bergman
du domaine D; évalué en Z?tll se trouve que le disque a suffisamment de symétries pour
pouvoir calculer son noyau de Bergman explicitement. On a

1
m(1— ]z\QeZP(t))Z

(7) ePtz) —

et donc on en déduit que ¢ est une fonction psh dans ’ensemble des variables (bien
entendu le fait intéressant, c’est la positivité de la hessienne par rapport a t).

Parmi les premiers résultats qui pointent dans cette direction, on a choisi celui de
F. Maitani-H. Yamaguchi; le contexte est le suivant. Soit D C B x C un domaine
pseudo-convexe, oul B est la boule unité dans C. Pour chaque t € B on définit le noyau
de Bergman de la fibre p~1(¢), ot p : D — B est la projection sur le 1° facteur :

(8) K(t,§) == sup |f(E)[

feB(1)
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avec

9) By(1) == {f cOMD,): | |f2dr < 1}, D, = p (1)

Dy

Un premier résultat obtenu dans [MY04] est le suivant.
THEOREME 1.3 ([MY04]). — La fonction (t,&) — log K (t,&) est psh.

La démonstration de ce résultat (cf. [MY04]) n’est pas excessivement difficile, mais
elle repose sur des outils de la théorie du potentiel spécifiques a la dimension un (i.e.,
la dimension des fibres de p). En particulier, Maitani-Yamaguchi utilisent de maniére
essentielle le fait que le noyau de Bergman est la hessienne de la fonction de Robin et
la formule de variation de Hadamard. Ces résultats n’ont pas d’analogue en plusieurs
variables complexes.

Heureusement, B. Berndtsson a obtenu (cf. [Bo09|) une nouvelle preuve du théoréme
1.3, ce qui lui a permis de généraliser ce résultat dans le cadre suivant.

Soit D = U x  C C™ x C" un domaine pseudoconvexe, et soit ¢ € Psh(D) une
fonction psh sur D qu’on suppose dans un premier temps de classe C* au voisinage
de D. Dans ce cas, on a D; = () et on note

(10) A} ={feO(): / |flPe?")dN < oo}
Q

le noyau de Bergman pondéré correspondant a ({2, e’“"(t")). Soit & — U le fibré de rang
infini dont la fibre & est 'espace de Bergman A?. On munit & du produit scalaire

(1) ()= [ fge i
Q
et donc & est un fibré trivial, muni d’une structure métrique qui varie par rapport a t.

Le résultat de Berndtsson dans [Bo09] est le suivant.
THEOREME 1.4 ([Bo09]). — Le fibré hermitien (€, |- ||) est positif au sens de Nakano.

On remarque tout de suite que le théoréme 1.4 est une généralisation de 1.3 : la positivité
au sens de Nakano de £ implique en particulier que la fonction

(12) t — log [¥[l3

est psh, pour toute section holomorphe 1 du fibré dual £* définie localement au voisinage
d’un point de U. Dans (12), on note || - || la norme induite sur £*. Soit tq € B un point
arbitraire, et soit o une section de la projection D — B. On définit la section locale 1)
de £* comme suit

(13) (0, f) = flov),
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i.e. pour tout f € & c’est ’évaluation au point ;. La norme de ’application d’évaluation
col ncide avec le noyau de Bergman, donc la fonction

(14) t — log K(oy)

est psh, ce qu’il fallait démontrer. Remarquons au passage que la fonction (12) est psh
pour toute fonctionnelle holomorphe £ ; cela va jouer un role important par la suite.

Remarque 1.5. — Le cas ol I'ensemble D n’est pas nécessairement un produit est une
conséquence du théoréme 1.4, en utilisant des fonctions poids adéquates, cf. [Bo09],
[BPOS|.

Remarque 1.6. — L’énoncé 1.4 peut étre également interprété comme une version com-
plexe du théoréme de Leindler-Prékopa mentionné au début de 'introduction. En effet,
dans le contexte réel les espaces A? s’identifient & R et donc la convexité de @ devient
la positivité de la courbure au sens de Nakano.

Considérons a présent une application surjective propre p : X — Y dont la dimension
relative est n. Ici X et Y désignent des variétés complexes non singuliéres. On suppose
que X admet une métrique kihlérienne, et que p est une submersion. Soit également
un fibré en droites (L, hy) — X muni d’'une métrique hy, non singuliére dont la forme
de courbure est semi-positive.

On défini le fibré canonique relatif associé a p comme suit

(15) KX/Y = KX —p*(Ky),
c’est un objet central dans I’étude de la géométrie de p. Soit
(16) Fi=pu(Kxy + 1)

I'image directe du fibré canonique relatif tensorisé par L. Alors F est un fibré vectoriel
holomorphe, qu’on peut munir de la métrique suivante

(17) (u,v), == cn/ u A ve L
be

Y
ot u,v € F, = H*(X,, Kx, + L) sont des (n,0)-formes a valeurs dans L|x,, et ol ¢,
est la constante unimodulaire habituelle.

Dans ce contexte, Berndtsson a établi le résultat suivant.

THEOREME 1.7 (|Bo09]). — Le fibré hermitien image directe (F,|| - ||) est positif au
sens de Nakano.

On voit aisément la parenté entre les énoncés 1.4 et 1.7, respectivement. La condition de
pseudoconvexité de D est remplacée par 'hypothése « X est kihlérienne », et la fonction
psh ¢ devient la métrique hy. L’espace des fonctions holomorphes A? correspond a
I’espace des sections H 0(Xy, Kx, + L). On remarquera que, du coup, on n’a pas besoin
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de trouver un substitut pour la mesure de Lebesgue utilisée pour définir la norme dans
(17).

Le théoreme 1.7 a engendré beaucoup de résultats dans des domaines divers de ’analyse
et de la géométrie complexe. Nous allons en présenter ici un certain nombre; grosso
modo, on peut le classer en trois catégories comme suit.

1.1. Applications en analyse complexe

Il s’agit des articles [BL14|, [BoB15|. Parmi les résultats qui se trouvent dans ces
ouvrages, nous avons choisi de présenter et commenter dans ce texte les deux théorémes
suivants.

Soit 2 C C™ un ouvert contenant l'origine, et soit ¢ € Psh(€2) une fonction psh. On
considere ’ensemble

(18) A={NeR, :e™ecL'Q0)};

autrement dit, A c’est 'ensemble des réels positifs A tels que la fonction e™*¢ est loca-
lement intégrable au voisinage de 'origine.

Le résultat suivant a été conjecturé par Demailly-Kollar dans [DKO01| et demontré par
Berndtsson dans [BoB15|.

THEOREME 1.8 (|[BoB15]). — L’ensemble A C Ry est ouvert.

Le cas de la dimension complexe deux de la conjecture de Demailly-Kollar a été
établi auparavant par Favre-Jonsson, cf. [FJ1], [FJ2|. Peu aprés la publication de [Bol5],
Guan-Zhou ont obtenu une version beaucoup plus générale du théoréeme 1.8, cf. [GZ1],
|GZ2]. Nous allons présenter I'argument de 1.8 qui a été « extrait » par Berndtsson de la
preuve de Guan-Zhou, car c’est plus simple que la preuve originale et il est trés élégant.

Un autre résultat — obtenu en collaboration avec L. Lempert — ot le théoréme 1.7 inter-
vient de maniére essentielle est la version « optimale » du célébre théoréme d’extension
de Ohsawa-Takegoshi, dont voici le cas particulier qu’on va traiter ici.

THEOREME 1.9 (|Bl1], [GZ2], |BL14|). — Soit p : X — D, une submersion propre, ot

X est une variété kdhlérienne et D, C C est le disque de rayon r. Soit L — X un fibré

en droites, muni d’une métrique singuliere hy, dont le courant de courbure est positif,

et dont la restriction a la fibre centrale Xo = p~*(0) n’est pas identiquement +oo. Soit

u une section du fibré Kx, + L, telle que ¢, | u Aue ?t < oo. Alors il existe une
xo

section U de Kx + L, telle que :
(a) Sur la fibre centrale on a Ul|x, = uAdp;

(b) On a lestimée suivante

1
(19) —2/ Ut g/ |ul?e "
mr X XO
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1
Bien entendu, la nouveauté dans I’énoncé 1.9 est la constante — qui mesure la
r

norme de l'extension de u dans (19). Le cas d’une fibration triviale montre que cette
constante est optimale. Il est vrai que dans la majorité des applications du théoréme de
Ohsawa-Takegoshi la valeur de cette constante n’est pas importante, mais nous allons
évoquer plus loin quelques cas ot cela est crucial.

1.2. Applications en géométrie algébrique

Comme on l'a vu dans l'introduction, la positivité au sens de Nakano du fibré &
implique la variation psh des noyaux de Bergman définis fibre & fibre. Dans le cadre
des submersions propres p : X — Y, les espaces de fonctions holomorphes définies sur
les tranches du domaine considéré sont remplacés par des sections du Ky, + Llx,, et
les noyaux de Bergman se recollent en une métrique sur le fibré Ky + L, qu’on va
appeler par la suite métrique de Bergman.

Le théoréeme 1.7 implique la positivité de la courbure de la métrique de Bergman ;
dans Darticle [BPO0S|, ce résultat est généralisé dans plusieurs directions. Les motiva-
tions principales pour obtenir des énoncés plus complets proviennent de la géométrie
algébrique. Pour commencer, les applications p : X — Y qu’on considére ne sont pas
des submersions en général. Typiquement, on doit considerer des espaces fibrés i.e. des
applications surjectives p entre des variétés projectives X et Y non singuliéres, dont la
fibre générique est connexe. Ensuite, le fibré L est remplacé par un Q-diviseur effectif
dont le faisceau multiplicateur est trivial. En somme, cela veut dire qu’on doit étudier
plutdt I'image directe

Fm = pu(mKx)y + L),

ol m est un entier positif et (L, hz) est un fibré en droites.

Dans ce contexte, le résultat principal dans [BP0S§| est le suivant.

THEOREME 1.10 (|BP08|). — Soitp: X — Y un espace algébrique fibré, et soit (L, hr,)
un fibré en droites muni d’une métrique hy, dont le courant de courbure est positif. Soit
m > 1 un entier. On suppose qu’il existe un point trés générique y € Y et une section
non nulle du fibré mKx, + L tels que

(20) / u¥™e” w1 < 0.
Xy

Alors le fibré mKx y + L admet une métrique hg?;)y telle que :
(a) le courant de courbure correspondant a hg?})y est positif ;

(b) la métrique hg?;)y est définie explicitement sur un ensemble X = p~ (), ou
Y CY esttel que Y\ Y est Zariski-dense.
Sim =1, alors hggy col ncide avec la métrique de Bergman au-dessus de I’ensemble ).

Si m > 2, alors c’est une version L de cette construction, comme on le verra plus
tard. Nous allons expliquer dans ce texte les points clefs de la démonstration de 1.10,
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ainsi qu’un certain nombre de résultats qui utilisent ce théoréme. Pour l'instant, nous
allons rappeler une conjecture importante en géométrie algébrique, qui représente une
motivation trés forte pour l'analyse de ces questions.

Compte tenu des nombreux ouvrages qui lui sont consacrés (cf. [CHO1|, [F78|, [HO04],
[K82], [K85], [Kol] [PS1], [Ts11], [Vil], [Vi2]...), le probléme suivant (formulé par S. Ti-
taka) occupe une place centrale en géomérie birationnelle.

CONJECTURE 1.11. — Soit p: X = Y un espace fibré; on a l’inégalité suivante
(21) R(X) > k(Y) + K(F),

ou F' est une fibre générique de p.

Dans I'énoncé précédent, on note (X ) la dimension de Kodaira de X. C’est un in-
variant fondamental associé & X qui mesure 'ordre de croissance asymptotique de la
dimension de ’espace de sections de mK x lorsque m — oco. Les sections holomorphes du
fibré m K x s’appellent des formes pluricanoniques. La plupart des articles cités ci-dessus
reposent sur I'analyse des propriétés de positivité du fibré canonique relatif de p, noté
Kx/y. Ceci s’explique tres facilement : on voudrait construire des sections pluricano-
niques sur X via le produit tensoriel des images inverses de formes pluricanoniques sur
la base avec les extensions des formes qu’on a sur la fibre générique de p. La positivité
de Kx/y est nécessaire pour obtenir ces extensions.

Les travaux de P. Griffiths [Griff70], |Griff81] se trouvent a la base des résultats
obtenus dans ce domaine. Il montre en particulier dans [Griff70] que I'image directe du
fibré canonique relatif correspondant & une submersion est positive (au sens de Griffiths)
lorsqu’il est muni de la métrique de Hodge. Pour ceci, il utilise de maniére cruciale le
fait que p.(Kx/y) est un sous-fibré holomorphe d’un fibré plat, muni de la connexion
de Gauss-Manin.

Remarque 1.12. — Présenté ainsi, cet énoncé de positivité peut paraitre suspect — car
on apprend aux étudiants que la courbure décroit pour les sous-fibrés, et comme le fibré
plat a une courbure nulle... Mais le point important, c’est que la forme hermitienne qui
induit la métrique de Hodge n’est pas définie positive.

Remarque 1.13. — Dans le cas ou L est trivial, m = 1 et dimY = 1, le théoréme
1.10 est une conséquence d’un résultat di a T. Fujita, cf. [F78] (plus exactement, ce
sont les arguments présentés dans [F78] qui impliquent 1.10). Dans sa preuve, il utilise
le théoréme de positivité de Griffiths, combiné a une analyse du comportement de la
métrique de Hodge (= métrique de Bergman dans notre terminologie) au voisinage des
points singuliers de p (ceci utilise fortement le fait d’avoir une base Y de dimension
un). Par contre, si L est arbitraire, alors I'image directe peut trés bien ne plus étre un
sous-fibré d’un fibré plat et c’est le théoréme 1.7 qui remplace le résultat de Griffiths.
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Parmi les résultats récents qui utilisent 1.10, on peut compter [CP]| ot on obtient une
confirmation de 1.11 dans le cas ou Y est une variété abélienne. Il se trouve que ce
sont les propriétés métriques des faisceaux p,(mKx/y) qui (pour une fois...) font la
différence par rapport aux méthodes purement algébriques. Nous allons faire quelques
commentaires sur la démonstration de [CP| dans la section 4, en suivant I’approche
simplifiée extrémement élégante de [HPS].

1.3. Unicité des métriques extrémales

Soit (X, w) une variété kihlérienne compacte. Un probléme fondamental en géométrie
différentielle est de trouver une métrique « canonique » dans la classe de cohomologie
de w, e.g. qui refléte des propriétés des autres invariants (topologiques, analytiques...)
de X. A ce jour, le meilleur exemple qu’on peut donner dans ce sens, c¢’est le théoréme
d’uniformisation pour les surfaces de Riemann.

La notion de métrique extrémale a été introduite par E. Calabi dans les années 1980,
dans le but de généraliser ce type de résultats pour les variétés kihlériennes en dimension
supérieure a un.

Une classe importante de ce type d’objets est constituée par les métriques de Kéahler-
Einstein. Par définition, une métrique kéhlérienne g se trouve dans cette classe si on a

(22) Ricciy = Mg,

ou A est -1, 0 ou 1, et ou Ricciy désigne la courbure de Ricci de g.

Une métrique kihlérienne g est dite extrémale si le gradient V' de sa courbure
scalaire est un champ de vecteurs homolorphe sur X. Par exemple, une métrique kiahlé-
rienne dont la courbure scalaire est constante est extrémale. Notons que cette condition
s’exprime par une équation (trés compliquée) d’ordre quatre sur le potentiel de g. Nous
renvoyons a |Sek| pour une excellente présentation des résultats et conjectures autour
de ce type de métriques.

Nous allons mentionner maintenant quelques résultats en rapport avec la question de
I'unicité de ces métriques, en suivant [Bol5|, |[BeBel4].

Soit € H"' (X, R) la classe de cohomologie de la métrique de référence w. On note
P.. 'espace des potentiels de métriques kihlériennes dans la classe «;, i.e.

(23) Py :={¢p € C®(X):w+dd°¢ > 0},

ou lopérateur dd® dans (23) vaut 2165. Dans [Mab], T. Mabuchi a introduit une
m

structure riemannienne sur P, (qui devient ainsi une variété de dimension infinie), dont
voici la version infinitésimale. Un vecteur tangent a P, au point ¢ est simplement une
fonction v : X — R de classe C* et sa longueur est donnée par la formule

(24) o]l = /X o2 (w + dd°g)".
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Les géodésiques pour la métrique de Mabuchi peuvent étre décrites de la maniére sui-
vante (cf. [Sem92|, [DH], |Dar|). Soit S := {z =a+ib € C:0 < b < 1}; un chemin
t — ¢y € P, paramétré par t € [0, 1] définit une fonction

(25) O:Ix X >R, D(z,2) = ¢p(x).
Alors (¢;) est une géodésique entre wy := w + dd°¢g et wy 1= w + dd°¢; si
(26) (T*w + dd“®)" ™ = 0

autrement dit, si ’équation de Monge-Ampére homogéne (26) est satisfaite, avec wy et
w; comme conditions au bord.

Plusieurs exemples ([DL]) montrent qu’en général on ne peut pas construire de géo-
désiques entre deux métriques kdhlériennes. Par contre, les travaux fondamentaux de
X. Chen et Z. Blocki (cf. [Chen00], |BI2]) montrent qu’il existe une fonction ¢ de
classe C1! qui vérifie (26) au sens de Bedford-Taylor, et telle que ®(t,-) € P, (donc
w + dd°®(t,-) peut avoir des valeurs propres nulles). Dans les applications qu’on va
discuter dans la suite, le manque de régularité n’est pas vraiment un probléme; par
contre, ce qui pose de vraies difficultés, c’est le défaut de positivité stricte.

Dans [Bol5|, Berndtsson montre ’énoncé suivant.

THEOREME 1.14 ([Bol5]). — Soit X une variété de Fano. La fonctionnelle de Ding est

convexe le long de l'unique géodésique entre deux métriques kdhlériennes dans la classe
a=c1(X).

Correctement interprété, ce résultat est une conséquence immeédiate du théoréme 1.7
dans le cas d'une géodésique de classe C*. Le point important dans [Bol5|, c’est de
montrer que cela reste vrai pour les géodésiques au sens faible dont on dispose.

Comme conséquence de la démonstration du 1.14, Berndtsson obtient également une
condition suffisante pour que la fonctionnelle de Ding soit linéaire le long d’une géodé-

sique faible. Ceci est important dans la nouvelle preuve du théoréme suivant de Bando-
Mabuchi.

THEOREME 1.15 (|[BM8T7], |[Bol5]). — Soit X une variété de Fano, et soient wy,w; €
c1(X) deux métriques de Kdhler-Finstein. Alors il existe un automorphisme f € Aut(X)
tel que f*w; = wy.

Nous rappelons qu'il est facile d’établir 'unicité des métriques de Kéhler-Einstein (22) si
A € {—1,0}. Par contre, la preuve originale de Bando-Mabuchi [BM87]| dans le cas A = 1
ci-dessus est d’une grande complexité. Qui plus est, certaines identités dans [BMS&7|
semblent « miraculeuses » : on arrive a les comprendre techniquement, mais elles n’ont
pas encore trouvé une explication intuitive (cf. [Siu87| pour quelques commentaires en
ce sens).

Les techniques de [Bol5| ont donné de trés belles applications dans [BBGZ13],
[BBGZ15].
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Les derniers résultats qu'on va mentionner ici sont le fruit de la collaboration de
B. Berndtsson avec R. Berman. Le théoréme suivant répond affirmativement & une
conjecture de X. Chen.

THEOREME 1.16 (|BeBel4|). — La fonctionnelle de Mabuchi est conveze le long des
géodésiques faibles entre deux métriques kdhlériennes.

En combinant ce théoréme avec certains résultats techniques de Calabi et de Bando-
Mabuchi, cf. [BM8T7], le résultat suivant en découle.

THEOREME 1.17 (|BeBeld|). — Soient wy,wy deuz métriques extrémales dans la
classe a.. Alors il existe f € Aut(X) tel que f*wi = wp.

2. LES RESULTATS PRINCIPAUX

Dans cette partie, nous allons présenter les grandes lignes de la preuve des théorémes
1.4 et 1.7, respectivement. Pour commencer, on rappelle quelques notions de géométrie
différentielle, cf. [Kob].

2.1. Courbure des sous-fibrés et positivité

Soit (E, hg) un fibré hermitien holomorphe de rang r. Si p, ¢ sont deux entiers po-
sitifs, on note Cpa(X, E) Pespace des formes C* de type (p,_q) a valeurs dans F. Soit
Dg = 0+ D), la connexion de Chern associée a (E, hg), ou 0 est la différentielle anti-
holomorphe et
(27) Dy :C*(X,E) = CiH(X, E)

est la partie de type (1,0) de Dg. On note iO(FE, hg) le tenseur de courbure de Chern,
ainsi défini

(28) @(E, hE) = Dgo Dg EC?&(X,EHC].(E))
Soient (t1,...,t,) des coordonnées locales définies sur un ouvert 2 C X ; le tenseur de
courbure s’écrit
(29) OB, hg) =i Y ©hdt; Adl
1<) k<n

ou les @ﬁ désignent des endomorphismes de F|q.
Il se trouve que i©O(F, hg) induit une forme hermitienne g sur Tx ® F, comme suit.

Siu= Z uj% est une section locale de ce fibré, alors on pose
~ j

(30) 0p(u,u) = Z(@f,;uj, ).

On rappelle les deux notions suivantes.
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DEFINITION 2.1. — On dit que (E, hg) est positif au sens de Nakano si

pour toute section u de Tx Q@ F.

DEFINITION 2.2. — On dit que (E, hg) est positif au sens de Griffiths si
Op(v®s,v®s) >0

pour toute section v de T'x et pour toute section s de E.

La propriété de positivité au sens de Nakano (et sa version stricte) est indispensable afin
d’obtenir des théoremes d’annulation pour certains groupes de cohomologie a valeurs
dans des fibrés vectoriels. Par contre, la positivité plus faible au sens de Griffiths se
comporte nettement mieux du point de vue fonctoriel, ce qui la rend trés utile, e.g. en
géométrie algébrique.

Considérons a présent un morphisme injectif j : S — E. Alors hg induit une métrique
notée hg sur S, et soit ST C E lorthogonal de I'image j(S) C E par rapport a la
métrique hg. Soit u une section de S'; en 'identifiant avec son image dans F, on écrit

(31) Dg(u) =: Dg(u) + f(u),

ot les deux termes dans le membre de droite de (31) sont les projections sur S et S+,
respectivement. Des considérations faciles montrent que Dg est la connexion de Chern
correspondant & (S, hg) et que 8 € CPg (X, Hom(S, SL)). On déduit I’égalité suivante
pour les formes de courbure (cf. notations précédentes)

(32) (OFuj, ur) = (O5uy, uk) + (Buy, Bug)

0
pour toute paire d’indices (7, k) ; ici u = g Urg: est une section locale Ty ® S.
I
1

Nous n’allons pas développer ce point de vue dans la suite, mais il se trouve que les
considérations précédentes restent valables dans le cas d'un fibré F de rang infini. Dans
ce cadre, on suppose que les fibres de E sont localement équivalentes & un produit
Q x H ot 2 C X est un ensemble ouvert et H est un espace de Hilbert. La connexion
de Chern est définie exactement comme dans le cas d’un fibré de rang fini, en imposant
la condition de compatibilité avec le produit scalaire. Les coefficients de la forme de
courbure @ﬁ deviennent des opérateurs sur £ définis presque partout, cf. [Bo09]. La
formule (32) sera la méme.
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2.2. Preuve du théoréme 1.4

PREUVE (esquisse) — On suppose que ¢ est de classe C*, et strictement psh au voisi-
nage du domaine U x 2 C C™ x C". Soit F := U x H le fibré trivial dont la fibre est
H := L*(Q), 'espace de Hilbert des fonctions L? par rapport & la mesure de Lebesgue.
On peut munir £ d’'une métrique hg

(3) ()= [ sgeean
Q
La connexion de Chern correspondante est

(34) Dy (u) = Z (w, — @i u) dt;

J

0
ot dans (34) on note uy, := 8_tu Donc le tenseur de courbure sera l'opérateur suivant
J
(35) (O(E, hg)u,u)y = / piptTpe ? ) dA
ip 79
D*p
ol Yjp = m. On a une inclusion de fibrés
(36) 0=>E&—FE

et nous allons utiliser la formule de Griffiths (32) afin de calculer la courbure de £. La
quantité qu’on doit évaluer est

7 |3 et in = | 3 )
Jp s

0
Plus précisément, on doit montrer que (37) est positive si u = Zul— est tel que

ot
!
les coefficients u; sont des fonctions holomorphes. La relation (34), combinée avec la
définition de 3, implique

(38) >80 =7 (Do) =

ou 7, est la projection (fibre a fibre) sur 'espace orthogonal & £ dans F par rapport a
la métrique L2.

La remarque importante est que la restriction p; de p sur la fibre F; est la solution
de norme minimale de I’équation

(39) Ipi =3 (D o) dza.

Ceci est la conséquence du fait que p; est orthogonale sur ’espace des fonctions holo-
morphes, cf. (38).
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Par ailleurs, le théoréme de Héormander [H65| montre I'existence d’une solution w de
(39) telle que

(40) /|w|26@(t’-)dkg/zwaﬁ%ﬁae@(t’.)d)‘
Q Q
a’ﬂ

ou g := E ujp;z- Comme p; est la solution de norme minimale, on a
J

(1) Il < | 3 o ngiige
Q o8

La différence (37) est donc minorée par

(42) /Q (0ip — ¢ 055ap) ujpdN
qui est positive, compte tenu du fait que ¢ est psh. Il
Remarque 2.3. — Dans le contexte actuel, c’est 'espace F des fonctions L? qui joue le

role du fibré plat dans la preuve de Griffiths [Griff70]. On peut pousser I’analogie un
peu plus loin pour dire que le théoréeme de Hormander se substitue ici a la théorie de
Hodge.

2.3. Preuve du théoréme 1.7

Nous allons discuter ici un cas particulier du théoréme 1.7, qui concerne les propriétés
de la forme de courbure du fibré F := p,(Kx/y + L). On rappelle que p : X — ) est
une submersion propre, et (L, hy) est un fibré hermitien en droites, tel que 6y, (L) > 0.
Pour commencer, on rappelle brievement quelques résultats concernant la structure
complexe et métrique de F.

2.3.1. Structure compleze de image directe. — Sous les hypothéses ci-dessus, le fais-
ceau image directe F est un fibré vectoriel. Ceci est une conséquence d’un énoncé qu’on
rappelle maintenant, cf. [OT].

Soit y € Y un point arbitraire. On note X, = p~*(y) la fibre de p au-dessus de y. Soit
y € 0 C Y un ouvert de coordonnées, et soit dt := dt; A --- A dt,, la forme de degré
maximale sur €2 corespondant aux coordonnées tq,...,t,, définies sur ().

THEOREME 2.4 (|OT]). — Soit p: X — Y une submersion propre, dont l’espace total
X est une variété kahlérienne. Soit (L,hy) — X un fibré hermitien en droites, tel que
O, (L) > 0. Considérons une section holomorphe w du fibré Ky, + L|x,. Alors il existe
une section U du fibré Kxy + L|,-1(q) telle que sur la fibre X, on ait

(43) Ulx, = u A p*dt.
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Ceci montre que F est un fibré vectoriel. Dans le cas ou L est trivial, ce résultat est
une conséquence de la théorie de Hodge.

Nous rappelons maintenant la définition de la structure complexe de F. Soit v une
section de Flq, ott € C Y est un ouvert de coordonnées. En suivant [MT1], [MT2|, on
peut interpréter v comme une collection de (n,0) formes holomorphes sur des ouverts
de coordonnées de p~'(Q2) modulo les sections locales du fibré A"~ 'T% A p*T5. De fa-
con alternative, on peut représenter v par une (n,0) forme globale sur p~1(€2) dont la
restriction aux fibres de p est holomorphe — c’est le point de vue préféré dans [Bo09].
Dans la suite, nous allons noter v un tel représentant de v.

DEFINITION 2.5. — La section v de F|q est holomorphe si O(v A p*dt) = 0.

La notion qu’on vient d’introduire est manifestement indépendante du représentant
choisi. En conclusion, v est holomorphe si la section v A p*dt du fibré Ky + L|,-1 est
holomorphe au sens habituel. On peut alors écrire

(44) v = Z n" A dty,

k=1

ott les n* sont des formes du type (n — 1,1) qui dépendent clairement de v, mais par
contre leur restriction aux fibres de p dépend seulement de v.

2.3.2. Connexion de Chern. — Le fibré holomorphe F est muni d’une métrique natu-
relle hz, cf. (17), dont on rappelle ici I'expression. Soient u, v deux sections locales de
Flq. Leur produit scalaire en y € € est

(45) (u,v), = cn/ u/ve ¥t
X

Y
— avec les conventions et abus de notations habituels.
On s’intéresse par la suite a la connexion de Chern du fibré holomorphe hermitien F.

Soit u une section de F, et soit u un représentant de u. En particulier u est une (n,0)
forme & valeurs dans L. Donc ’expression

(46) Dl (u)

est une (n + 1,0)—forme & valeurs dans L. On note D} la composante (1,0) de la
connexion de Chern de (L, hy). Localement sur p~*(€2) on peut donc écrire

(47) D} (u) = Z,uj A dt;.
j=1

Pour chaque indice j, les restrictions aux fibres de p p/’| x, des (n,0)-formes a valeur
dans L dans (47) sont bien définies, mais elles dépendent du représentant u. De plus,
il se peut trés bien que ces restrictions ne soient pas holomorphes. Néanmoins, on a
I’énoncé suivant.
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LEMME 2.6 ([Bo09]). — La projection orthogonale I1(1|x,) de p'|x, sur Uespace des
sections holomorphes de Kx, + L|x, est indépendante du représentant u, et on a

(48) Dp(u), = S () @ dt;.

J
La preuve de ce lemme est facile, et nous n’allons pas détailler I’argument ici. Notons
cependant que pour évaluer la quantité — assez incommode —

d (u,v),
Berndtsson procéde ainsi : soit p = Z qﬁjcft\j A dt une forme C* de type (m —1,m) a

J
support compact dans un ouvert €2 de ). On doit calculer

(49) — /(u, v),dp = —cn/ uAve ¥t ANdp
Q

p~1(Q)
et le lemme s’ensuit par une simple intégration par parties. Ce principe de calcul — au
sens faible — sera également utilisé dans le paragraphe suivant. Il offre une alternative
élégante a 'approche qui consiste a fixer une fibre de p et travailler par rapport a des

coordonnées données par la famille de structures complexes intégrables induites par p,
cf. |Griff70].

2.3.3. Calcul de la forme de courbure. — Nous allons indiquer la preuve du théoréme
seulement dans le cas ol la base Y est de dimension un. Le cas d’une base de dimension
arbitraire est un peu plus technique, mais les difficultés principales sont déja visibles
dans la situation que nous allons présenter par la suite.

Soit u un représentant de la section holomorphe u de F. On peut écrire

(50) ou=dtAn, Diyu=dtAp

ou n et pu sont des (n — 1,1) et (n,0) formes & valeur dans L respectivement. Leur
restriction aux fibres de p dépend uniquement de u. La norme

(51) ul|? = p,(cou ATe?)

est égale a I'image directe de la forme de type (n,n) ci-dessus. Compte tenu de cela,
quelques calculs faciles — faits comme dans (49), au sens faible — montrent qu’on a la
formule suivante

p«(Or ANuAte) / o o
52 Allul|?* = —c, - + ¢y ATIE™? + ¢y Npe™?,
(52) [l c T e [ AT e | AT

ou A est 'opérateur de Laplace dans C.

Par ailleurs, on a

(53) Allul|?idt A dt = — (O, (F)u,u) + (D'pu, D'pu).

Fixons le point 0 € ); les formules (52) et (53) donnent dans ce cas
(O, (Flu,u)  p(OLAuNTe?)

54 — = Cy - —cp AT —p D/ 2 2.
R iy e S R LT i LAY
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Dans le membre de droite de la formule précédente, il y a quelques termes qu’on doit
analyser de plus prés, notamment les trois derniers.

(a) On a vu dans le paragraphe précédent que la dérivée de u en t = 0, i.e D'’zu coincide
avec la projection orthogonale de p sur ’espace des sections holomorphes de Ky, + L.
Alors la différence

(55) ID%Fullg — 1l
sera nulle si on peut choisir le représentant u tel que p soit holomorphe.
(b) La forme 7|y, est de type (n — 1,1), donc si 7 est primitive par rapport a une

métrique w, alors le terme —c¢,, [ x, 1A TIE"? dans (54) est semi-positif.

Le lemme suivant montre que c’est en effet possible de choisir un représentant u qui
convient.

LEMME 2.7 ([Bo09]). — Soit w une métrique kihlérienne sur X. On peut choisir un
représentant u de la section u pour lequel les formes n et v définies par (50) ont les
propriétés suivantes.

(i) La restriction n|x, est primitive par rapport ¢ w.

(i1) La restriction pu|x, de p a Xy est une forme holomorphe.

PREUVE (esquisse) — Soit u un représentant arbitraire de u. On voudrait déterminer
une forme v de type (n — 1,0) telle que u := u + dt A v satisfait (i) et (ii). Si on note
7 et f les formes induites par u (cf. (50)), alors v doit satisfaire les équations suivantes

(56) nTAw=090(vAw), d(p—Div)=0

sur la fibre Xy. Comme D} v = 8 (v Aw), la seconde équation dans (56) est équivalente
a la suivante

(57) i = (v Aw)

ou i, désigne la projection de u sur I'orthogonal de 'espace des formes holomorphes.
Si on note o := v A w, alors le systéme (56) est équivalent a

(58) O =1 Aw
et
(59) o=

L’égalité (50) et la définition de jz; montrent qu’on peut résoudre séparément les équa-
tions (58) et (59) ci-dessus. Soient v et ay les solutions de (58) et (59) respectivement
dont la norme est minimale. On voit aisément — grace a la minimalité de la norme —
que la somme « := oy + ay satisfait simultanément ces équations; on renvoie a [Bo09|
pour plus de détails. Il
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En choisissant le représentant u comme dans le lemme 2.7, on obtient I’expression

suivante pour la courbure de I'image directe

(Ony(Flu,u)  pu(OpAunTe?)
idtANdt "

(60) + [ |ov]Pe?.

idt A dt X

2.3.4. Le cas ou L est ample. — Dans le cas ou la courbure O, (L) de L est définie
positive sur les fibres de p, on peut raffiner un peu plus la formule (54). Nous allons
présenter ici briévement le résultat principal obtenu dans [Boll].

Si L est positif, on peut prendre
w:= 0y, (L).

Soit V' le relevement canonique de gn par rapport a la métrique w. C’est le champ de

vecteurs de type (1,0) sur X qui s’écrit localement

0 5 0
(61) V= Frie Zw"’ Wisg
7,6 v
il est caractérisé par le fait que dp(V) = B ainsi que w(V, &) = 0 pour tout vecteur &

tangent aux fibres de p.

Soit u une section holomorphe de F, telle que D%>u = 0 en ¢t = 0. En utilisant le
champ de vecteurs V, on peut construire un représentant u de u dont les propriétés
sont absolument remarquables. On pose

(62) wi= iy - (dEAT),

ol iy désigne l'opération de contraction avec le vecteur V, et 1 est un représentant
arbitraire de la section . On définit comme dans (54) les formes 7 et v.

Nous n’allons pas détailler la preuve des affirmations suivantes, car il s’agit de calculs
qui ne présentent pas de difficultés particuliéres.

(a) La restriction de n a la fibre Xj est primitive par rapport & w. En particulier, on
a *n = —n, ou % est 'opérateur de Hodge sur Xj et donc

Din=—%0d%n=0
sur Aj.
(b) Sion écrit w Au = dt A, alors |y, = 0.

(c) L’égalité Op = D n est satisfaite sur Aj.
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(d) On a
p*(@L/\u/\ﬁe_”) _/ 2 o
idt A di =0 Sy, c(w)lul*e™,

ou la fonction ¢(w) dans la formule précédente est définie comme suit

c(w) == v
oW ANddt A dE

En conclusion, la formule de courbure (54) devient

O (F)u,u B

O PVt [ e+ I - luf
0

idt A dt
On va montrer maintenant que |p|2 — || > 0. L’argument est assez similaire a celui

Cn

n+1

(63)

employé dans le cas des domaines dans C", dans le sens qu’on utilise I’équation verifiée

par p afin de mesurer sa norme. Toutefois, la technique utilisée est assez différente.
Par le choix de u, i.e. D%u = 0 en ¢t = 0, on déduit que p est la solution de norme

minimale de I’équation dans (c). Le théoréme de Hérmander [H65| montre qu’on a

(64) < / DnRe,
Xo

mais malheureusement, cette inégalité ne semble pas suffisamment fine pour conclure.
Par contre, on a une formule exacte pour p comme suit

(65) p=-0 (") "Dy

et la formule de Bochner-Kodaira-Nakano (cf. [Boll| pour les calculs intermédiaires)
montre qu’on a

(66) [nlg — luls = {(1d + O')~'n,m)o > 0.

En conclusion, dans le cas ot w = Oy, (L) est définie positive, on a I’égalité suivante
O (Flu,u _ _
Butiu) = / e(w)uf2e™ + {(1d + O) ', m)o.
Xo

idt A dt
On renvoie a [Wal|, [Wa2| pour des résultats récents trés intéressants dans le méme
cercle d’idées.

(67)

3. CONJECTURE DE L’OUVERTURE ET EXTENSION DES
FONCTIONS HOLOMORPHES

3.1. Idéaux multiplicateurs

Nous allons esquisser ici la preuve du théoréme 1.8, en suivant [BI2].

Soit 2 C C" un ensemble ouvert, et soit ¢ € Psh(€2) une fonction psh définie sur €.
On suppose dans ce paragraphe que ¢ est négative. L’idéal multiplicateur de ¢ est défini
comme suit

(68) I(@)e i= {f € OL(Q) : |f]2e* € L'(Q,2)).
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Motivés en partie par des questions techniques, J.-P. Demailly et Th. Peternell ont
introduit la version « régularisée » suivante de 'idéal multiplicateur Z(¢p) : on pose
(69) Zi(p) == lim Z((1+¢)p).

54)04_

La famille d’idéaux 7 ((1 +5)gp) est décroissante par rapport a €, donc stationnaire pour
0 < e < 1 et alors la limite (69) est bien définie.

La conjecture dite « d’ouverture » de Demailly-Kollar (= théoréme 1.8) s’énonce comme
suit : soit ¢ € Psh(Q) une fonction psh, telle que Z(p)o = Ocn . Alors on a (), =
Ocnyp.

Le cas ou n = 1 de cette conjecture est une conséquence des propriétés élémentaires
des fonctions sousharmoniques. Par contre, la preuve obtenue par Favre-Jonsson [FJ1],
[FJ2] dans le cas n = 2 est radicalement plus compliquée techniquement.

Cette conjecture a été résolue par Bo Berndtsson dans [BoB15|. Le théoréme 1.4 joue un
role important dans sa démonstration. Cependant, trés peu de temps apreés la parution
de son article sur la Toile, Guan-Zhou ont obtenu dans [GZ1|, [GZ2] la confirmation
d’une version beaucoup plus générale de cette conjecture, qu’on énoncera un peu plus
loin. La preuve de Guan-Zhou a été la source d’inspiration pour 'argument suivant (di
a Berndtsson), qui montre la version initiale de openness conjecture. Compte tenu de
I’élégance de cette preuve, on ne résiste pas a la tentation de la reproduire dans la suite.

Démonstration du théoreme 1.8 — Le point principal de la preuve est I'affirmation
suivante.

LEMME 3.1 (|BI2]). — Soit ¥ une fonction négative et psh, définie dans la boule unité
de C™. On suppose que e~¥ n’est pas intégrable par rapport & la mesure de Lebesque au
voisinage de l'origine. Alors on a

Ch
(70) / e VdN > —
(zn=0) |a|
ou C, est une constante numérique.

Pour montrer ce lemme, on raisonne de la maniére suivante. Pour chaque valeur
a € C telle que |a| < 1/2, le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi [OT| montre 'existence
d’une fonction f, € O(A) holomorphe sur la boule unité A C C”, telle que f,(z',a) =1
pour tout z’ € C"! tel que (2/,a) € A. De plus, la norme L? de f, vérifie 'inégalité

(71) / | ful?e¥dN, < c, / e VDN,
A Zn=a

ol d\, est la mesure de Lebesgue dans C". Dans (71), la constante ¢, est purement
numeérique.
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On utilise I’hypothése concernant la non-intégrabilité de e™% en zero : ceci implique
fa(0) = 0. Le lemme de Schwarz — combiné avec l'inégalité de la moyenne — montre
qu’on a

(72) 1£2(0, 20) < Cy|zn]? / DGy

Zn=a
pour tout z,, en particulier le choix z, = a démontre (70).
Soit ¢ une fonction psh négative dans la boule unité, telle que

(73) / edh, < oo,
A

et telle que

(74) / e PPd\, = oo,
A

pour chaque p > 1.
Le lemme 3.1 montre que

_ Cn
(75) /Zn:ae pwd}\n—l Z Wa

pour chaque p > 1. Par récurrence, on peut supposer que e 0% est intégrable prés de
l'origine de C" !, et le théoréme de convergence dominée montre que (75) reste valable
pour p = 1. On obtient une contradiction en intégrant par rapport a a.

La version « forte » obtenue par Guan-Zhou est la suivante.
THEOREME 3.2 (|GZ1]). — L’déal régularisé I, (p) coincide avec Z(p).

La preuve présentée dans [GZ1] est remarquablement simple, mais nous n’allons pas
la reproduire ici; le lecteur intéressé peut consulter [GZ1]. Cette version forte de la

conjecture d’ouverture a eu des applications importantes, notamment dans le travail de
J.-P. Demailly [Dem15].

3.2. Une version optimale du théoréme d’extension d’Ohsawa-Takegoshi

Dans cette section, nous allons indiquer trés briévement les parties importantes de la
preuve du théoréme 1.9, énoncé dans I'introduction.

Soit p : X — D, une famille kdhlérienne au-dessus du disque D, de rayon r dans C.
On suppose que Xy = p~1(0) est non singuliére. Soit L — X un fibré en droites, muni
d’une métrique hy, éventuellement singuliére telle que ©y,, (L) > 0 et dont la restriction
hi|x, est bien définie (i.e. n’est pas identiquement +00).

Considérons une section holomorphe u du fibré Kx, + L, dont la norme L?

/ lu|?e™%F < oo est finie. D’aprés [OT], il existe une section U de Kx + L telle que
Xo

Ulx, = uAdp et telle que

(76) Jwres <cw [ e

Xo
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ot C(r) est une constante qui dépend du rayon r de la base de la famille p seulement.
La question est de déterminer la valeur optimale de C'(r). Ce probléme a été résolu trés
récemment par Z. Blocki, cf. [Bll], et Guan-Zhou, cf. [GZ2] qui obtiennent la constante
C(r) = mr?. L’exemple d’une famille produit X = D, x X, montre que cette valeur est
optimale.

Les arguments dans [Bl1]| et [GZ2] représentent une amélioration technique impression-
nante de la preuve d’Ohsawa-Takegoshi dans [OT]. Dans I'esquisse de preuve ci-dessous,
nous allons suivre 'approche de Berndtsson-Lempert, cf. [BL14], qui est basée sur le
théoréme 1.7. Ils démontrent le théoreme 1.9 dans le cas particulier d’'une métrique
hr, non singuliére. Ceci implique 1’énoncé général si X est une famille projective. Par
contre, si X est une variété kiahlérienne et hy est singuliere, les arguments de 1.9 ne
sont pas applicables — au moins, on ne voit pas comment les utiliser.

PREUVE (esquisse) — Sauf mention explicite du contraire, on suppose dans la suite
que la métrique hy, est non singuliére. Pour alléger les notations, on suppose aussi que
r=1.

On considére I’espace des formes canoniques L? sur X & valeur dans L

(77) A(X) = {U € H'(X,Kx+L): ||U|*= /X \U|Pe %t < oo}

et soit AZ(X) le sous-espace vectoriel U € A?(X) tel que U|x, = 0. Nous devons évaluer
la norme de 'extension « optimale » U, de u, i.e. la quantité

(78) [Unin||* :=inf {|[V[*: V € A*(X),V|x, = uAdp}.
Pour ceci, Berndtsson et Lempert proceédent par dualité : on a
(€, Unnin) |*
(79) Ui = sup ==,
e lIEIR
ou § € A*(X)* est une fonctionnelle linéaire (continue) sur A*(X) telle que | 2(x) = 0.
La notation || - ||, dans (79) désigne la norme duale sur I'espace A%(X)*.

Soit o une section C*° de Kx + L. On peut lui associer une application linéaire &,
comime suit

(80) (€,, V) = /X V AGe¢E

et il se trouve que l'espace vectoriel de ces fonctionnelles est dense dans le dual du
quotient A%(X)/A3(X). En particulier, on a 1’égalité suivante
|<£0’7 Umin>|2

162112

On voit que (&, Unin) = [ x, WA oe ?t. Par Cauchy-Schwarz combiné avec (79), on
déduit I'inegalité

(8].) ||(]min||2 = sup

~112
g
(82) VUi l2/ 1012 < sup |'|'£ '|'|g,
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ol 0 est la projection orthogonale de o sur 'espace des sections holomorphes de K x,+ L.
~112

C’est dans le but de trouver un majorant de sup % dans (82) qu’on aura besoin du

théoréme 1.7.

Soit H C C le demi-plan de Poincaré (Ret < 0), et soit
(83) 7 Hx X > H

la projection sur le premier facteur. Soit mp : H x X — X la projection sur X. On
définit la fonction

(84) Y:HxX =R, 9(t2) = max (log|p(z)” — Re(t),0).

C’est une fonction psh, et on 'utilise afin de modifier la métrique initiale de 75 L, comme
suit. Soit m > 1 un entier positif; on définit la métrique

(85) hm = 6—m1/)h7r§L

sur le fibré 5L, ot hqyp est I'image inverse de la métrique Ay,

D’aprés le théoreme 1.7, le fibré £ := 7, (Kuyx x/m+7x L) est positif au sens de Griffiths
lorsqu'il est muni de la métrique L? notée || - || induite par h,,. Donc la fonction
t — log ||§||Ytn) est sousharmonique sur 'ouvert de H sur lequel la section holomorphe &
du dual de &£ est définie. En particulier, ceci est vrai pour les fonctionnelles &, considérées
auparavant. On en déduit que la fonction

(86) t — log & 147"
est sousharmonique sur H, pour tout m. La propriété de sousharmonicité est préservée
par passage & la limite m — oo. Par ailleurs, lorsque m — oo la norme || - || devient
(87) (U.V)e = comn / UAVe ¥t

Xy

1) ]a norme duale.

oit X := p ' (D,re) ; on note || - |
En conclusion, la fonction t — log ||§(,||SO) est sousharmonique, et elle dépend de la
partie réelle de ¢ seulement. C’est donc une fonction convere en Re(t). Par ailleurs, on

vérifie sans beaucoup de peine (cf. [BL14|) que la fonction
1 o0
(38) t = 5 Re(nt) + log 1€

est bornée lorsque T := Re(t) — —oo. Ces considérations montrent que (88) est crois-
sante par rapport a 7, et en particulier, on a

(89) I6 15 = lim 1,15,
D’apreés la formule (77), on déduit que ||§U||*%°) = ||& ||x- On renvoie a |[BL14] pour la

démonstration du lemme suivant.

1
LEMME 3.3 ([BL14]). On a Th:r_n 1€, |55 e = \/_||JH0
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En conjonction avec (82), ce lemme finit la preuve du 1.9. O

Remarque 3.4. — On peut traiter de maniére analogue le cas ou hy, est singuliére pourvu
que p : X — D, soit une famille projective (dans le sens qu’il existe un plongement
i: X — D, x PV au-dessus de D,). L’argument est standard : dans ce cas, X est
réunion croissante de domaines de Stein, et sur chaque tel domaine on peut régulariser
la métrique hy, sans perte de positivité, i.e. en conservant ’hypothése de courbure semi-
positive de L. Ensuite on utilise la version « locale » du théoréme 1.9 sous ’hypothése
hz, non singuliére et un procédé de passage a la limite (dans un ordre précis pour les
divers paramétres impliqués) finit la preuve. On ne peut malheureusement pas raisonner
ainsi dans le cas d’une famille kihlérienne, et cela crée des complications redoutables,
cf. [Cao|,[Dem15]

Remarque 3.5. — Soit A C C le disque unité, et soit ¢ € Psh(2) une fonction soushar-
monique. On note k(-) := Ky(+,-) la restriction du noyau de Bergman de 'espace des
fonctions L7(A) a la diagonale.

La méthode de démonstration de 1.9 peut étre utilisée pour montrer 1’énoncé suivant
concernant I'extension des fonctions définies sur le schéma donné par (2%). Soient aq et
a; deux nombres complexes. Alors il existe une fonction f € O(A) telle que

(i) On a f(0) = ag et f'(0) = ay.

(i) La norme L? de f vérifie la relation suivante

2

)e—ab(ﬁ),

L’apparition de la dérivée logarithmique du noyau de Bergman dans (90) marque une

K'(0)
k(0)

ay — Qo

(90) J 12 < 0l +

ou C' est une constante numérique.

différence importante par rapport au cas « classique », dans lequel on prolonge des fonc-
tions définies sur des ensembles non singuliers et réduits. Il serait vivement souhaitable
d’obtenir des énoncés analogues en dimension arbitraire. On se référe a 'article [Dem15]
pour des résultats dans cette direction.

4. VERSION QUANTITATIVE DE QUELQUES RESULTATS EN
GEOMETRIE ALGEBRIQUE COMPLEXE

Dans cette section, nous allons présenter quelques résultats des articles [BP08] et [BP12].
Il s’agit d’abord d’établir une version du théoréme 1.7 pour des applications p qui ne
sont pas nécessairement des submersions. Ensuite, on voudrait discuter des résultats
analogues pour les images directes p, (mK x/y + L)) ou L est un fibré en droites. Fina-
lement, nous allons discuter quelques applications de ces résultats.
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4.1. Positivité du fibré canonique relatif

Soit p : X — Y un espace algébrique fibré, i.e une application surjective entre deux
variétés projectives non singuliéres X et Y. On va également supposer que la fibre
générique de p est connexe. Soit L — X un fibré en droites muni d’'une métrique hj,
qui peut étre singuliére, dont le courant de courbure est positif.

SiY est de dimension zéro, alors I'image directe p, ((Kx,y +L)®Z(e”#%) s’identifie &
I'espace vectoriel des sections holomorphes E C H°(X, Kx + L) qui sont L? par rapport
a hr. Cet espace est muni naturellement d’une métrique hermitienne (45). Le produit
scalaire des sections u et v est donné par

(91) (1, v) = cn/xu/\Ue_“.

Soit (o;) une base orthonormée de E. Cela induit une métrique sur le dual du fibré
adjoint noté —(Kx + L) dont I'expression est

(92) €17 = Z (€, ;)

(cf. [Dem95]) o £ € —(Kx + L), est un vecteur dans le dual de la fibre en = de Kx + L.
La base orthonormée (o;) n’est pas unique, mais la métrique induite (92) I'est. Comme
dans le cas des domaines dans C", on a
(93) 2= sup [{&u)

ueE ||ul|2<1
En conclusion, le noyau de Bergman induit une métrique — singuliére en général — sur
le fibré Kx + L. Par construction, le courant de courbure associé est positif.

4.1.1. Version relative. — Dans le cas ot la base Y de p est de dimension m > 1,
on voudrait employer la version « fibre & fibre » de cette construction afin d’obtenir
une métrique sur Ky/y + L. On note comme d’habitude F := p,(Kx/y + L), mais la
différence importante par rapport a la discussion précédente est qu’en général F n’est
pas un fibré vectoriel — c’est toutefois un faisceau cohérent sans torsion.

Ceci est effectivement possible quitte a se restreindre dans un premier temps a ’'ouvert
de Zariski Y C Y des valeurs reguliéres de p telles que

(94) h'(X,, Kx, + L) = tk(F)

pour tout y € V. Autrement dit, ) est I'ouvert de Zariski des valeurs réguliéres y de
p telles que toute section de Kx, + L se prolonge au voisinage de I'image inverse d’un
ouvert contenant y. On définit X' := p~1()) et alors la restriction p : X — ) est une
submersion propre.

Soit x € X et soit { € —(Kx/y + L), un vecteur; on pose

(95) €7 == sup (& u)f?

u€By(1)
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ot y = p(x). On note B, (1) I'ensemble suivant
(96) By(1) :={u e H'(X,, Kx/y + L|x,) : |Jull, < 1}.

La norme qui apparait dans I’expression (96) ci-dessus coincide avec (45), modulo I'iden-
tification Kx/y‘Xy = ny .
On a I’énoncé suivant, qui représente le cas m = 1 du théoréeme 1.10 dans l'introduction.

THEOREME 4.1 (|[BP08|). — On a les affirmations suivantes.

(i) Les poids locaux de la métrique hy,y sont des fonctions psh.

(i) 1l existe une métrique hx,y sur Kx;y + L dont le courant de courbure est positif,
et qui coincide avec hyy par restriction a l'ouvert X .

Nous n’allons pas esquisser la preuve du premier point (i) ici. Voici néanmoins quelques
commentaires sur la démonstration dans [BP08|. Pour une approche alternative, on se
réfere a |[GZ2| ou le point (i) est obtenu comme conséquence de la version optimale
du théoréme d’Ohsawa-Takegoshi. Le fait que les fonctions poids de hy,y soient semi-
continues supérieurement est une conséquence des propriétés de ’ensemble ). Pour
montrer I'inégalité de la moyenne, dans Particle [BP08| on procéde par approximation,
comme suit. La variété projective X est la réunion croissante de domaines de Stein,
disons (£2,),>0. On peut choisir ces domaines tels que les fibrés Ky /y et L soient triviaux
par restriction & chaque €Q,,. Soit p, la restriction de p a €2,,. Dans ce contexte, la métrique
de L s’identifie & une fonction psh, et la question (i) revient a dire que les noyaux de
Bergman correspondant aux fibres de p, sont log—psh. Ceci est fait en deux étapes :
d’abord on régularise le poids de la métrique de L et on utilise le théoréme 1.4 afin de
montrer la version du (i) ot X est remplacée par une variété de Stein. La deuxiéme
étape, c’est le passage a la limite v — o0 ; cela utilise beaucoup de propriétés des noyaux
de Bergman.

PREUVE DU (ii) (esquisse) — Nous allons d’abord évaluer les poids de hx/y par rapport
a une trivialisation de Ky,y + L . Soit (21, .. Zntm) un systéme de coordonnées définies
dans la boule Q C X et centrées en un point xo de X \ X. Soit (¢, - ,t,,) un systéme
de coordonnées dans Y, définies sur un ouvert contenant l'image p(z). Ces coordonnées
induisent une trivialisation de K,y prés de xy. Par rapport au repere associé, le poids
px/y de hyy évalué au point x € QN A& s’écrit
(97) e?2 ) = sup ()]’

uEBy (1)
ot la fonction holomorphe locale u est donnée par la relation u A dt =: udz.
Soit zp € X N Q un point arbitraire, et considérons la section u € B, (1) telle que
ox/v(20) = log|u(z0)]?, ot yo = p(zp). La condition u € By, (1) implique en particulier
que

2
<1

- d
(98) | pee |
XyoNQ

dt
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dz
dt N
montre I'existence d’une forme Udz de degré maximal sur € telle que

dz|?

dt

car la quantité u—- est la restriction de ux,, a &), NS2. Le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi

(99) / U|2e=%rd\ < C |0|2e%r
Q

Xyo N

et telle que U| x,,ne = U. Les inégalités (98) et (99) montrent que la fonction U est
bornée sur tout compact de 2 par une constante numérique. Donc on a montré que

(100) sup px/y < C
QNx

et ainsi (ii) est démontré.

4.1.2. Version pluricanonique — le théoréeme 1.10. — Comme on a vu dans la section
précédente, la positivité du fibré Kx/y + L est une conséquence de l'existence des
sections holomorphes de Kx, + L|x, (intégrables par rapport a la métrique de L dans
le cas singulier). Mais dans « la pratique », il est beaucoup plus courant d’avoir des

sections holomorphes des multiples mKx, + L|x, pour m > 0. Dans cette partie, nous
allons voir qu’il est possible d’utiliser ces sections afin de construire une métrique sur
mKx/y + L telle que le courant de courbure associé soit positif — c’est le contenu du

théoreéme (1.10).

On note F,, = p.(mKx/y + L), et soit Y C Y l'ouvert de Zariski des valeurs
régulieres y de p telles que toute section du fibré mKx, + L|x, se prolonge dans I'image
inverse d’un voisinage de y. Alors la restriction F,,|y est un fibré vectoriel. Soit u une
section de ce fibré, définie sur un ouvert de ). La pseudo-norme L*™ de u en y est
donnée par ’expression suivante

m

(101) fullyi= ([ uprme o).
Xy

Dans la suite, on désigne par B,,,(1) I'ensemble suivant
(102) Buy(1) = {u € H*(X,,mKx/y+ Llx,) : [[ullmy < 1}
Soit £ € —(mKy/y + L), un vecteur de la fibre du dual de mKy,y + L en x € X. On
définit sa norme

(103) €7 == sup (&)

UEBm, (1)

ou y := p(z), et on note hg’;)y la métrique induite sur mKyy + L.

Nous allons indiquer maintenant quelques idées de la preuve du théoréeme 1.10, en
suivant [BP08|. La partie délicate de la preuve consiste & montrer que les poids de hg?;)y
sont des fonctions psh. Ensuite, 'argument utilisé pour montrer la propriété d’extension
de la métrique est similaire a celui que nous avons déja discuté pour la preuve du point
(ii) du théoréeme 4.1 précédent — quitte a remplacer le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi

par sa version L2/™ cf. [PT).
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On rappelle la construction suivante, qui sera trés utile dans la preuve. Soit F' — M
un fibré en droites au-dessus d’une variété complexe, et considérons V' C H°(M, kF)
un sous-espace vectoriel de dimension positive, ou k > 1 est un entier positif. On note
m: M xV — M la projection sur le 1¢ facteur. Alors on peut construire sur I'image
inverse F := 7 F une métrique hy ainsi induite par V'

(104> |p|%zv,(:p,u) = 2/k’

ou le quotient dans la formule (104) est interprété comme un nombre complexe. Le
courant de courbure de hy est positif.

Soit 2 C Y un ouvert tel que la restriction F,,|q est triviale. Il suffit de montrer la
positivité du courant de courbure associé a hEC;)y|p71(Q) pour chaque 2. On peut donc
supposer par la suite que € = ). Considérons l'espace des sections holomorphes E
de F,,, et soient X =XxEet): =Y xFE avec les projections sur le 1* facteur
Ty : X — X et Ty ! Y-y respectivement. On note p : X — y I’application induite
par p, et on a

m —

1 1
(105) MK g5+ myl = Kg5+ —nyL+ m(mKxy + L).

Le fibré L := l7rXL + 17T*X(me/y + L) est muni de la métrique déduite de hy,
et hg, cf. (104). Son courant de courbure est positif.

Soit ¢ une section locale du fibré dual de p, (K55 + L) = 73 (Fm). Le fait important
est que la fonction log||€||? est psh, ou

(106> ||§||%y,v) = sSup ’<57u>|2

UEB(y,v) (1)

Notons que ceci serait une conséquence directe du théoreme 1.7 si la métrique de L
était non singuliére; la version générale est établie dans [BP0S|.

Dans l'expression (106), u et v sont des sections du fibré mKx, 4+ L et on voit que
u € By (1) si et seulement si

2
(107) / il 2o <

Xy [v]

Pour finir, on montre que la fonction suivante

(108) y— sup [(&u)f?
u€B<y,u)(1)

est également log-psh, pour toute section locale . Mais la condition u € B, ,(1) est
équivalente & ||ul|;,, < 1. Le point (a) du théoréme 1.14 découle de (108), en prenant
pour ¢ la fonctionnelle d’évaluation.

Remarque 4.2. — La preuve que nous venons d’esquisser montre que travailler en
contexte singulier est vraiment important : la métrique de L utilisée n’est jamais de
classe C*.
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4.2. Métriques singuliéres sur les fibrés vectoriels et applications

Soit p : X — Y un espace algébrique fibré, et soit (L,h;) — X un fibré en droites
muni d’'une métrique h;, dont le courant de courbure est positif. Dans certains articles
récents [Ral5|, [PT], [HPS], on a poursuivi l'analyse des propriétés de positivité des
images directes F,, := p.(mKx;y + L); nous allons mentionner ici quelque résultats
obtenus.

Pour commencer, nous observons qu’on peut réduire 1’étude de F,, au cas m =1
quitte a changer le fibré L, cf. 'identité déja utilisée dans (105)
1
m

m—1

On a donc I'égalité mKx/y + L = Kxy + E, et le courant de courbure de la métrique

m—1

L m . .
hi ==hp ® (hg?%,) est toujours positif.

Une notion importante qui s’est dégagée de la preuve du théoréme 1.10 (cf. [BP08|) est
la suivante.

DEFINITION 4.3. — Soit E — X un fibré vectoriel. Une métrique hermitienne singu-
liere h sur E est la donnée d’une forme quadratique | - |%m : B, — [0, 00] telle que :

(1) Il existe un ensemble A C X de mesure de Lebesgue nulle tel que | - |3, est une
forme quadratique définie positive sur E, six € X \ A.

(2) Pour toute section locale s de E, la fonction v — |s(x)|, est mesurable.

S1 € est un faisceau cohérent sans torsion, on définit une métrique singuliére sur € via
la restriction E = SIX\A ot A C X est un sous-ensemble de codimension au moins
deux, tel que E soit un fibré vectoriel.

Si (E, h) est un fibré vectoriel muni d’une métrique singuliére, alors la métrique duale h*
induite sur E* par h vérifie les propriétés (1) et (2) de 4.3. On dit que (F, h) est semi-
positif au sens de Griffiths si la fonction © — log |£(x)|n+ est psh, pour toute section
holomorphe locale ¢ du fibré E*.

Par exemple, supposons que I'inclusion p, ((Kx/y +L)®Z(hy)) — p«(Kxy + L) soit
génériquement un isomorphisme. Alors p,(Kx/y + L)|y\x muni de la métrique L? est
un fibré hermitien singulier au sens de la définition 4.3. Ici ¥ C Y est un ensemble de
codimension au moins deux tel que p,(Kx/y + L)|y\x est un fibré vectoriel.

Remarque 4.4. — Dans le cas d’une submersion p : X — Y, on montre dans [BP08| que
P«(Kx/v + L) est semi-positif au sens de Griffiths. La notion de « métrique singuliére »
introduite dans cet article n’incorpore pas la demande (1) de la définition 4.3. Ceci est
parfaitement cohérent avec ce qu’on veut démontrer dans [BP08| mais il est clair que
pour une étude systématique de cette notion, la condition (1) est indispensable. On se
réfere a [Ralb|, [PT] pour plusieurs résultats et exemples dans ce sens.

Dans ce cercle d’idées, le résultat le plus général a ce jour a été obtenu par C. Hacon,
M. Popa et C. Schnell, [HPS].



1122-29

THEOREME 4.5 ([HPS|). — Soit p : X — Y un espace algébrique fibré, et soit
(L,hr) — X wun fibré en droites muni d’une métrique dont le courant de courbure est
positif. Alors il existe un sous-ensemble ¥ C'Y de codimension > 2 tel que le faisceau
image directe p,((Kx)y + L) @ Z(hr))|y\s est un fibré vectoriel muni de la métrique
canonique singuliere et positif au sens de Griffiths.

Si le morphisme p*((Kx/y +L)® I(hL)) — po(Kx/y + L) est génériquement isomor-
phisme, le théoréme 4.5 a été démontré dans [PT].

Remarque 4.6. — Dans larticle [PT| on montre qu’'un faisceau £ qui admet une mé-
trique singuliére positive au sens de Griffiths est faiblement semi-positif au sens de
Viehweg. Donc le théoréme 4.5 peut étre vu comme une version quantitative des résul-
tats de Viehweg dans [Vi2].

Pour finir, voici une application de ces techniques, obtenue dans [CP].

THEOREME 4.7 (|CP|). — Soit p : X — A un espace algébrique fibré, ou A est une
variété abélienne. Alors on a

(110) K(X) > K(F)

ou F' est la fibre générique de p.

C’est une confirmation de la conjecture de litaka mentionnée dans I'introduction dans
le cas ot la base est une variété abélienne. La preuve originale dans [CP| a été simplifiée
trés récemment par [HPS| en combinant des méthodes algébriques et analytiques. Les
techniques de géométrie algébrique montrent qu’on peut se réduire au cas ot le faisceau
Fm = Du(mKx)a) est unipotent, i.e. succession d’extensions de fibrés triviaux. Dans
ce cas det J,, est trivial, et alors on peut utiliser un résultat de H. Raufi, cf. [Ral5],
pour déduire I'existence du tenseur de courbure (associé¢ a la métrique L?) en tant que
courant de type (1,1) & coefficients distributions et valeurs dans End(F,). Ce courant
est positif, et sa trace vaut zéro. En conclusion, il est identiquement nul. Un argument
de régularité montre que dans ce cas, la métrique de F,, est non singuliére, et la forme
de courbure correspondante est nulle : ¢’est donc un fibré plat. Par ailleurs la structure
des fibrés plats sur les variétés abéliennes est bien connue, ce qui permet de conclure.

5. GEODESIQUES FAIBLES ET THEOREMES D’UNICITE POUR
LES METRIQUES EXTREMALES

Dans cette partie, nous allons discuter les résultats de [BeBel4] et [Bol5|. Ces thémes
ont été abordés trés récemment dans le séminaire Bourbaki [Dem16].
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5.1. Convexité le long des géodésiques

Nous allons discuter dans la suite les points principaux des théorémes 1.14 et 1.16,
concernant la convexité des fonctionnelles de Ding et Mabuchi respectivement le long
des géodésiques faibles.

5.1.1. Fonctionnelle de Ding. — Soit (X, wp) une variété kdhlérienne compacte telle
que [ wy = 1. On note P, l'espace des potentiels de métriques kdhlériennes dans la

X
classe « € H"(X,R) qui contient wy.
On définit la fonctionnelle de Monge-Ampeére E : P, — R comme suit

1 n
111 E(¢) = kA wnF
(111) (9) > /X ok Al

n+1

oll on note wy 1= wy + dd°¢. Si (¢¢)icpo,1) est une famille d’éléments de P, de classe C*
par rapport a t, alors on a

d .
(112) S Ep) = /X Piig, -

et donc E est une primitive de 'opérateur de Monge-Ampére MA(¢) = wy.
En dérivant encore une fois par rapport a ¢, on obtient la formule

(113) ) =+ [ G-IV, et

dt2 n Jx we, /bt
Supposons que le fibré anticanonique —Kx de X soit ample — auquel cas X est une
variété de Fano (par définition). Alors a := ¢;(X) est une classe de Kéhler, et on
suppose que la métrique de référence est wy € ¢1(X). Il existe donc une fonction f de
classe C*°(X) telle que wy est la courbure de Ricci de wy, i.e.

(114) wo = Ricci,,,

cf. Yau. Donc chaque forme wy = wp + dd®p définit naturellement un élément de volume
sur X, notamment e Pwy.
La fonctionnelle de Ding, cf. [Ding88|, [DT92], est définie par la formule suivante

(115) D(®) = L(0) - E(¢) ~ L), L(9):= ~log | e .

X
Soit ® une géodésique dans 561()() telle que ®(j,-) = wy, pour j = 0,1. Dans [Bol5],
Berndtsson obtient les résultats suivants

THEOREME 5.1 (|Bol5]). — La fonction z — D(@(z, )) est sousharmonique, et donc
conveze par rapport a Im(z).

Notons que modulo des questions de régularité, cet énoncé est une conséquence directe
du théoréme 1.7 pour I'application de projection p: S x X — S et le fibré L := —Kx ;
ceci établit la sousharmonicité de z — L(<I>(z, )) Ensuite, on voit dans 1’expression
(113) que la dérivée seconde de F le long d’une géodésique de classe C*(X) vaut zéro.
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Berndtsson montre que ce fait reste valable pour les géodésiques au sens faible — et
méme lorsque le potentiel ® est seulement supposé borné — cf. [Bol5| pour les détails.
C’est le point crucial de 'article. Cette technique a été reprise dans beaucoup d’autres
contextes, e.g. pour montrer une version de 5.1 pour les variétés log-Fano (cf. [Bol5)|),
ainsi que dans [BBGZ15|.

5.1.2. Fonctionnelle de Mabuchi. — Nous n’allons pas rappeler la définition de la fonc-
tionnelle de Mabuchi M : P, — R ici. On se référe a [Mabl, [Dem16]|. Notre point de
départ sera l'identité

(116) dd°M (@(27 )) = / O (Ksxx/s) N (T wo + dd°®)",
X

cf. e.g. [BeBel4] ot les notations sont les suivantes. L’opérateur dd® dans le membre de
gauche agit sur la fonction z — M(@(z, )), et il en résulte une forme de type (1,1)
sur S. La fonction ®(-, ) est une géodésique faible ; notons en passant que les propriétés
de régularité de ® établies dans [Chen00]) suffisent pour donner un sens a I’expression
M(®(z,-)). On note Og(Ksxx/s) la courbure du fibré canonique relatif de la projection
S x X — X muni de la métrique induite par P.

Dans [BeBel4|, Berman et Berndtsson confirment une conjecture importante de X. Chen
en montrant le résultat suivant.

THEOREME 5.2 (|BeBeld]). — La fonction = — M(®(z,-)) est sousharmonique, et
donc conveze par rapport & Im(z).

Si @ était une géodésique de classe C* dans P,, alors la positivité de (116) est une consé-
quence de la théorie des feuilletages de Monge-Ampére, cf. [B]. En effet, on montre dans
[B] que le fibré canonique relatif est semi-positif par restriction au noyau de 7*w + dd°®.
Donc dans le contexte actuel, c’est une fois de plus le défaut de positivité de & qui nous
pose probléme. L’exemple construit par Ross-Witt Nystrom cf. [RWN] montre que cela
peut effectivement se produire.

En gros, 'argument dans [BeBel4| est le suivant. Soit 2 C X un ouvert de coor-
données biholomorphe a une boule dans C", dans lequel le potentiel de wy est ¢q. La
fonction ®( := ¢y oy + @ est psh sur S x 2. Par le théoréme 1.7, pour chaque m > 1
le noyau de Bergman « fibre a fibre » K,,4, est log-psh sur S x 2. Par ailleurs, par les
travaux de T. Bouche [Bou90|, on a la relation

. 1 (2,
(117) lim —— Ko, (2, -)e mP0E) =

m—o00 m2n

(dd°®(z,-))"
(ddegp)”

Localement, la forme de courbure Og (K gy X/ s) est simplement

(dd°®y(2,-))"

118 dd°1 J
(118) og (dd°o)
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qui est donc la limite du dd°log K5, — mdd°®,. La quantité qu'on doit évaluer est la
limite, lorsque m — oo, de

(119) (dd°log Kyna, — mdd‘®o) A (dd°®g)".

Le premier terme de cette expression est positif par le théoréeme 1.4. L’équation de
la géodésique est (clalC(IDO)n+1 = 0, ce qui fait que le deuxiéme terme — a priori, trés
négatif — disparait. On renvoie a [BeBel4| pour les détails, ainsi qu’a [CLP14| pour une
approche plus globale de 5.2.

5.2. Théoréme de Bando-Mabuchi et unicité des métriques extrémales

Comme application des résultats de convexité dans la section précédente, Berndtsson
obtient dans [Bol5| une nouvelle preuve du théoréme d’unicité de Bando-Mabuchi, cf.
[BM87]. En gros, I'argument est le suivant.

Soient wy et wy deux métriques de Kahler-Einstein dans ¢;(X). Il existe une unique
géodésique faible ® € P, (x) le reliant. D’aprés 5.1, la fonctionnelle de Ding est convexe
le long de ®, et admet deux points critiques notamment 0 et 1 (correspondant aux deux
métriques wj, ot j = 0,1). C’est donc une fonction linéaire par rapport a la partie
imaginaire de z (et bien str, indépendante de la partie réelle de z).

Si @ est une géodésique de classe C*, il est facile de conclure comme suit. La dérivée
seconde de la fonctionnelle de Ding coincide avec la forme de courbure de l'image
directe de Kgyx/s + L, ou L = —Ky. Berndtsson obtient I’automorphisme f de X tel
que f*w; = wy en exploitant la formule (60) : quitte a bien choisir le représentant de w,
cf. lemme (2.7), le membre de droite de cette formule est la somme de deux termes
positifs. D’aprés la discussion précédente, le membre de gauche est identiquement nul
en tout point de S. Donc v, la (n — 1,0)—forme a valeurs dans —Kx est holomorphe.
Le champ de vecteurs obtenu en contractant la section constante de K¢y x/g+ L avec v
sera holomorphe et la conclusion s’ensuit.

A priori, la fonction @ est seulement de classe C1'. Dans ce cas, I'argument de [Bo15]
est un peu plus compliqué, mais somme toute assez standard. On utilise une régula-
risation ®;, — ® qui converge vers P, telle que dd‘®; admet un minorant uniforme
par rapport a k. Il se peut que la courbure de I'image directe correspondant & la mé-
trique induite par ®; ne soit pas zéro, mais sa limite faible lorsque £ — oo l'est. Le
point important est d’obtenir des estimées uniformes pour les formes v,. Pour finir la
démonstration, on montre que la limite v de la suite (vy) est holomorphe.

Enfin, voici quelques commentaires au sujet de la preuve du théoréme d’unicité pour
les métriques extrémales obtenues dans [BeBel4]. Considérons le cas des métriques a
courbure scalaire constante wg et wy ; ces métriques sont les points critiques de la fonc-
tionnelle de Mabuchi M. Donc la fonction z — M (®(z,-)) est linéaire d’apres le théo-
réeme 5.2, ou ® est la géodésique reliant les métriques w;. Dans le contexte actuel, cette
information est beaucoup plus difficile a exploiter, compte tenu de 'expression (116) ou
le terme Og (K sy x/s) n'est pas nécessairement positif. On renvoie le lecteur a l'article
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original [BeBel4|, dont I'argument évoque la méthode de bifurcation de Bando-Mabuchi.

Pour une présentation trés compléte de cette méthode, on recommande ’excellent livre

[Siu87].
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