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FLEXIBILITE EN GEOMETRIE DE CONTACT
EN GRANDE DIMENSION
[d’aprés Borman, Eliashberg et Murphy]

par Patrick MASSOT

1. INTRODUCTION

Le but principal de ce texte est d’expliquer le théoreme suivant, démontré en 2014
par Matthew Strom Borman, Yakov Eliashberg et Emmy Murphy et qui répond a une
question remontant au moins a [Cheb3].

THEOREME 1.1 ([BEM15]). — Toute structure presque de contact est homotope d une
structure de contact.

En fait le théoreme précédent fonctionne aussi a parametres pour une classe parti-
culiere de structures de contact, dites vrillées, que 'on trouve dans toutes les classes
d’homotopie de structures presque de contact. En particulier deux telles structures sont
homotopes parmi les structures de contact si et seulement si elles le sont parmi les
structures presque de contact.

1.1. Le h-principe

Avant de rappeler ce que sont les structures de contact et presque de contact, il est
utile de rappeler le contexte plus général de la dichotomie dégagée par M. Gromov entre
les problemes géométriques flexibles et rigides. Il s’agit ici de préciser sur des exemples
la définition floue suivante : on dit qu'un probleme de construction géométrique véri-
fie le h-principe de Gromov si les seules obstructions a sa résolution sont de nature
homotopique. La section 3 présente un cadre général permettant d’énoncer ce principe.

Un des problemes les plus simples vérifiant le h-principe est celui des déformations
d’immersions du cercle S* dans le plan R?. Le probléme géométrique est ici : étant
données deux immersions 7y et y; du cercle dans le plan, peut-on déformer v, en v,
parmi les immersions? A toute immersion v du cercle dans le plan, on peut asso-
cier G(y) : 0 — 4(0)/|7(0)| qui est une application du cercle dans le cercle. Si v
se déforme en 7, parmi les immersions alors G(7y) et G(v;) sont homotopes donc
ont méme degré. Le probleme de départ présente donc une obstruction homotopique :
deg(G(0)) — deg(G(v1)) qui vit naturellement dans le groupe d’homotopie 71 (S'). Le
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théoreme de Whitney-Graustein [Whi37] affirme qu’il n’y a pas d’obstruction géomé-
trique : on peut réaliser géométriquement la déformation des lors que 'obstruction
homotopique s’annule. Un aspect important de cette discussion est le passage par un
découplage entre une application lisse et sa dérivée. Il n’y a aucun probleme a dé-
former 7y en 7, sans se soucier de 'annulation de la dérivée pendant la déformation,
Y(0) = (1 — t)70(0) 4 ty1(0) fait affaire. Par ailleurs la théorie élémentaire des revé-
tements montre que ’annulation de ’obstruction homotopique est équivalente a 1’exis-
tence d'une déformation reliant G(v) a G(v1) parmi les applications du cercle dans le
cercle, ou encore a 'existence d’une déformation ¢ +— I'; reliant 4y a 4, parmi les appli-
cations du cercle dans R? \ {0}. On obtient ainsi un chemin de couples (73, ;) reliant
(70,50) & (71,7%1) mais sans garder la contrainte, dite d’holonomie, que le deuxieme élé-
ment du couple est la dérivée du premier. Le coeur du théoreme de Whitney-Graustein
est d’affirmer qu’un tel chemin est toujours homotope, a extrémités fixées, a un che-
min holonome. Le cadre naturel pour discuter cette notion d’holonomie est celui des
espaces de jets d’Ehresmann, comme on l'expliquera dans la section 3. Les sections de
ces espaces de jets fournissent une notion générale de solution formelle, c¢’est-a-dire de
solution ou les dérivées sont considérées comme des variables indépendantes.

A Popposé du h-principe, on dit qu’un probléme est rigide s'il existe des obstructions
en plus de ce que fournit la théorie de 'homotopie ou, plus précisément, que l'exis-
tence d’une solution formelle n’implique pas 'existence d’une solution authentique. Un
exemple tres élémentaire est celui des immersions du cercle dans la droite. Il existe bel
et bien des applications du cercle dans R x R* mais aucune d’entre elles n’est homotope
a une application de la forme 0 — (f(0), f'(9)).

La philosophie du A-principe et les techniques générales servant a démontrer des
résultats de h-principe ont des applications bien au-dela de la topologie différentielle,
comme expliqué par exemple dans I'exposé [Vill0] de ce séminaire.

1.2. Les structures de contact

Les structures de contact sont des champs d’hyperplans sur des variétés différen-
tiables réelles de dimension impaire qui apparaissent naturellement dans de nombreux
contextes incluant 1’étude des équations aux dérivées partielles d’ordre un, 'optique
géométrique, la thermodynamique, la théorie du contrdle, la dynamique hamiltonienne
et la géométrie complexe. On appelle champ d’hyperplans sur une variété M un sous-
fibré de corang 1 du fibré tangent T'M. Dans toute la suite, on évitera des discussions
pénibles en supposant que tous les champs d’hyperplans sont coorientés. Sous cette hy-
pothese, un champ d’hyperplans £ se laisse décrire comme le champ des noyaux d’une
1-forme « globale, coorienté par « (les vecteurs pointant du coté positif de £ sont ceux
sur lesquels a est positive). Deux telles formes se déduisent I'une de I'autre par multi-
plication par une fonction strictement positive. On dit que £ est de contact si la dérivée
extérieure da restreinte a & est symplectique en tout point m, c’est-a-dire que l'applica-
tion de &, dans son dual &, qui envoie v sur da(v, -) est un isomorphisme. On dit alors
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que « est une forme de contact. Cette propriété ne dépend que de £ et pas du choix de
a parmi les 1-formes ayant £ pour noyau car d(fa)|kera = fda|kero pour toute fonction
f- Une variété de contact (M, &) est une variété équipée d’une structure de contact.
Les hyperplans £ sont alors équipés de la classe conforme de structures symplectiques
constituée de tous les da|e. La condition de contact sur « est équivalente a l'exigence
que a A da”™ soit une forme volume. En particulier la variété ambiante est orientable. Si
on fixe a ’avance une orientation de la variété alors une structure de contact coorientée
est dite positive si les formes volumes ainsi obtenues le sont.

La version formelle d’une structure de contact (coorientée et positive) sur une variété
orientée M est une structure presque de contact, ¢’est-a-dire une paire (£, [w]) ou & est
un champ d’hyperplans coorienté et [w] est une classe conforme de 2-formes dont les
restrictions a £ sont symplectiques et y définissent une orientation qui se combine avec
la coorientation de £ pour fournir I'orientation de M. Autrement dit, on exige que aAw™
soit une forme volume positive pour toute équation a de & et tout représentant w de la
classe conforme. Dans la suite on utilisera souvent une seule lettre (en général ¢) pour
désigner une paire (¢, [w]). La discussion du paragraphe précédent permet d’identifier
les structures de contact a des structures presque de contact particulieres. On insistera
parfois sur la différence en parlant de structures presque de contact et de structures de
contact authentiques. Comme dans la discussion des immersions du cercle, le passage
au cas formel général correspond bien a une perte d’exigence d’holonomie : on ne de-
mande aucun lien entre w et da. L’existence d’une structure presque de contact sur une
variété M est équivalente a l'existence d’une réduction du groupe structural de T'M
de GLg,1+1(R) a U(n) x {1}, c’est d’ailleurs sous cette forme qu’elles apparaissent dans
[Cheb3]. 11 s’agit bien d’un probléme purement homotopique.

Historiquement les structures de contact sont apparues chez S. Lie dans le contexte
des équations aux dérivées partielles d’ordre un. Plus exactement les « transformations
de contact » (Bertihrungstransformationen) de Lie sont des difféomorphismes préser-
vant une structure de contact naturelle sur les fibrés de 1-jets de fonctions. On pourra
consulter a ce sujet le prélude de l'exposé [Girl0] et l'article [Gei0l]. En référence a
cette histoire, on nomme encore « transformations de contact » d’une variété de contact
(M, €) les difféomorphismes de M qui préservent &.

D’autres structures de contact proviennent de la géométrie complexe. Par exemple,
si V est une variété algébrique affine lisse de dimension complexe n dans C" alors son
intersection avec presque toute sphere euclidienne est une sous-variété réelle lisse > de
dimension réelle 2n — 1. En tout point ¢ de X, le sous-espace complexe maximal contenu
dans T,% est 'hyperplan réel {, = T,> NiT,3. La collection de ces hyperplans est une
structure de contact.

Les structures de contact sont indissolublement liées aux structures symplectiques.
Une forme symplectique sur une variété réelle X est une 2-forme différentielle w fermée
et non dégénérée, ce qui signifie qu’en tout point =, w, est symplectique, au sens de
I’algebre linéaire, sur T, X. Par exemple, sur le cotangent T*N de n’importe quelle
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variété réelle N, la forme de Liouville A est la 1-forme qui, en tout p dans T*N vaut
po T, ou 7 est la projection de T*N sur N. Sa dérivée extérieure dA est une forme
symplectique. Si on munit chaque fibre de 7*N d’un produit scalaire, la restriction de
A a chaque fibré en spheres y définit une structure de contact. De fagon plus invariante, le
quotient du complémentaire de la section nulle de T* N par I’action des homothéties dans
les fibres est une variété de contact. On obtient ainsi des exemples de variétés de contact
en partant de variétés symplectiques. Dans 'autre sens, un champ d’hyperplans & sur
une variété N est de contact si et seulement si ’ensemble des éléments non nuls de 7% N
qui s’annulent sur £ est une sous-variété symplectique de T*N. On obtient ainsi, a partir
d’une variété de contact, une variété symplectique qu’on appelle sa symplectisation.

Au contraire des structures riemanniennes, les structures de contact n’ont pas d’in-
variants locaux, c’est le théoreme de Darboux-Pfaff : toute variété de contact de dimen-
sion 2n + 1 est localement isomorphe a R?**! muni de sa structure de contact standard
&sta = ker A\g ou

n
Ao =dz+ Z xidy; — yidx;.
i=1

Ces structures n’ont pas non plus de déformations non triviales, au moins si la va-
riété ambiante V' est compacte sans bord : pour toute structure de contact & sur V,
lapplication du groupe des difféomorphismes Diff (V') dans 'espace des structures de
contact sur V' qui envoie ¢ sur ¢,& est une fibration localement triviale. En particulier,
la propriété de relevement des chemins pour cette fibration assure que tout chemin &,
t € 10,1] issu de & est de la forme (¢¢).£ pour un chemin de difféomorphisme ¢, issu de
I'identité, c’est le théoreme de Gray.

1.3. Rigidité et flexibilité

Au-dela de ses interactions avec d’autres branches des mathématiques, 'attractivité
de la géométrie de contact (ou symplectique) provient d’un mélange subtil de problemes
vérifiant le h-principe et de problémes rigides. Ainsi Eliashberg écrit dans [Elil5] :

Rigid and flexible results coexist in many areas of geometry, but nowhere else
do they come so close to each other, as in symplectic topology, which serves as
a rich source of examples on both sides of the flexible-rigid spectrum. Flexible
and rigid problems and the development of each side toward the other shaped
and continue to shape the subject of symplectic topology from its inception.

Des les années 60 V. Arnold commence a énoncer dans [Arn65] une série de conjec-
tures du coté rigide tandis que Gromov démontre de nombreux théoremes généraux de
h-principe, en commengant dans [Gro69], qui s’appliquent en particulier en géométrie
symplectique et de contact. Comme on I'expliquera dans la section 3, ces théoremes
reglent completement la question de I'existence des structures de contact sur les varié-
tés ouvertes, c’est-a-dire les variétés dont aucune composante connexe n’est compacte.
Toute structure presque de contact sur une telle variété est homotope a une structure de
contact authentique. Dans les années 70, [Lut70] et [Mar71] ont étendu ce résultat aux
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variétés fermées, c’est-a-dire compactes sans bord, de dimension 3. Jusqu’en 2012, la
question de l'existence en grande dimension n’a ensuite connu que des résultats spora-
diques, notamment dans [Gei91] concernant les variétés de dimension cing simplement
connexes et [Bou02] qui démontre en particulier 'existence de structures de contact sur
tous les tores de dimension impaire. En 2012 cette question fut réglée en dimension 5
dans [CPP15]. Le théoréme 1.1 est donc un bond considérable.

Les premieres avancées décisives du coté rigide datent du début des année 80 avec
[Ben83], qui montre que les classes de déformation de structures de contact en dimension
3 ne coincident pas avec les classes de déformation de structures presque de contact, et
[CZ83] qui montre que les systemes dynamiques liés a la géométrie symplectique ont des
spécificités allant au-dela de celles découlant de la préservation du volume. A partir du
milieu des années 80 et la révolution des courbes holomorphes de Gromov [Gro85] et de
I’homologie de Floer [Flo88], le coté rigide est devenu dominant, comme en témoignent
par exemple les exposés [Ben87, Ben90, Sik91, Lau9s, Kot97] dans ce séminaire. En
particulier les courbes holomorphes permettent de démontrer que chaque sphere de
dimension impaire supérieure a 5 porte plusieurs structures de contact apparaissant au
bord de variétés complexes qui sont homotopes parmi les structures presque de contact
mais pas parmi les structures de contact [Eli91, Gei97, Ust99].

Mais le coté flexible progressait tout de méme avec la théorie des structures de contact
vrillées dans [Eli89] et la caractérisation topologique des variétés de Stein dans [Eli90].
Au passage cette caractérisation fournit de nombreux exemples de variétés de contact en
grande dimension. Il existe aussi des développements importants dont la position dans
cette dichotomie est moins tranchée : la théorie des sections hyperplanes symplectiques
de Donaldson dans [Don96] et son pendant de contact, la théorie des livres ouverts de
Giroux dans [Gir02], qui ont fait I'objet respectivement des exposés [Sik98] et [Col08] de
ce séminaire. Ces théories s’appliquent a toutes les variétés symplectiques ou de contact
et passent par des constructions ayant une saveur flexible. Mais elles incorporent aussi
des arguments quantitatifs plus rigides et aboutissent a des objets rigides.

L’exposé [Gir93] présente ’état du rapport de force entre flexibilité et rigidité en
géométrie de contact en dimension 3 au début des années 90. En particulier la confron-
tation des résultats de [Ben83] et [Eli89] conduit Eliashberg & séparer les structures de
contact en dimension 3 en deux classes. Les variétés de contact vrillées, définies par la
présence d'un disque de dimension 2 tangent a la structure de contact le long de son
bord, ont un comportement flexible : elles existent dans toutes les classes d’homotopie
de champs de plans et sont déformables I'une en ’autre parmi les structures de contact
si et seulement si elles le sont parmi les champs de plans. La classe complémentaire des
structures de contact tendues, qui n’est pas vide d’apres le théoreme de Bennequin, ne
vérifie aucune de ces propriétés. De plus les structures de contact vrillées n’apparaissent
jamais au bord de variétés complexes ou symplectiques et les systemes dynamiques qui
leur sont attachés ont des propriétés spécifiques.
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L’existence d’une classe analogue de structures de contact vrillées en grande dimen-
sion est restée une question ouverte sans conjecture claire jusqu’a ’apparition de [Nie06]
ou Niederkriiger dégage une classe de structures de contact en toute dimension qui, a
I'instar des structures vrillées en dimension 3, ne peuvent apparaitre au bord d'une
variété symplectique ou complexe. De plus, d’apres Bourgeois et Niederkriiger, les in-
variants basés sur la théorie des courbes holomorphes ne permettent aucune distinction
entre ces structures de contact [BN10]. Ces résultats accréditaient 'existence d’une
classe flexible en toute dimension, mais le coté flexible de la géométrie de contact n’est
vraiment entré dans une nouvelle ére qu’en 2012 avec ’apparition quasi-simultanée de
[CPP15] ou Casals, Pancholi et Presas reglent la question de l'existence des structures
de contact en dimension 5 et de [Murl2] ot Murphy démontre un théoréeme de flexibi-
lité pour certaines sous-variétés des variétés de contact en grande dimension. Ce dernier
théoreme a notablement redessiné la frontiere percue entre flexibilité et rigidité, avec de
nombreuses implications en géométrie symplectique et analyse complexe (voir [Eli15]).
A la toute fin de cette méme année 2012, Courte s’appuie sur les résultats de flexi-
bilité de [Eli90, EGI1| (et [Murl2] pour la dimension 5) pour montrer dans [Coul4]
qu'une variété de contact de dimension au moins cing n’est pas déterminée par sa sym-
plectisation tandis que Murphy, Niederkriiger, Plamenevskaya et Stipsicz démontrent
dans [MNPS13] des résultats de flexibilité tres spécifiques mais renforgant I’espoir d’une
extension de la théorie de structures de contact vrillées en toute dimension.

L’article [BEM15] n’utilise pas formellement ces résultats de 2012 pour démontrer le
théoreme 1.1 mais est né dans cette ambiance de renouveau du coté flexible. Il va bien
au-dela de la question de l'existence et met a jour une classe de structures de contact
flexibles en toute dimension. Pour énoncer cette version renforcée du théoreme 1.1, il est
nécessaire de donner quelques définitions et notations autour des germes de structures
de contact. Soit F' une partie quelconque d’une variété N. Un germe de structure de
contact le long de F' est une classe d’équivalence de paires (U, £) ot U est un voisinage
ouvert de F' et & une structure de contact sur U et (U, &) ~ (V, () si £ = ¢ sur un ouvert
de UNV. On notera, un peu abusivement, (F,¢) la classe d’équivalence d'un (U, §). Un
germe de plongement de F' dans une variété M est une classe d’équivalence de paires
(U, @) ot U est un voisinage ouvert de F' dans N, ¢: U < M est un plongement lisse
et avec une relation d’équivalence et un abus de notations analogues. Pour un germe de
structure de contact (F,¢) fixé, un germe de plongement ¢ dans une variété M munie
d’un champ d’hyperplan ( est de contact s’il est représenté par un @q: U — M vérifiant
¢ = €. Etant donnés un germe de plongement ¢: F' < M et un germe de structure
de contact £ le long de F', on note Cont(M; F, &, ¢) 'espace des structures de contact
sur M pour lesquelles ¢ est de contact. On note cont(M; F, £, ) 'espace des structures
presque de contact sur M pour lesquelles ¢ est de contact (en particulier ces structures
sont authentiquement de contact au voisinage de 'image de ¢).

THEOREME 1.2 ([BEM15]). — Pour tout entier n strictement positif, il existe un disque
fermé Dy, de dimension 2n lisse par morceaux dans R*"*1 et un germe de structure de
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contact &y le long de Dy tel que, pour tout germe de plongement ¢ : Do — M de
Dy dans une variété M de dimension 2n + 1, Uinclusion de Cont(M; Doy, Eor, @) dans
cont(M; Do, Eor, ) est une équivalence d’homotopie faible.

De plus il est élémentaire de vérifier que, pour tout ¢, toute structure presque de
contact ¢ sur une variété M de dimension 2n + 1 est homotope a un élément de
cont(M; Do, Eor, ). Le théoreme précédent permet donc d’établir le théoreme 1.1.
On appelle disque vrillé tout germe (Do, o) vérifiant les conclusions du théoréeme
et structures de contact vrillées les éléments de Cont(M; Dy, Eot, ) pour un certain
plongement ¢. Deux disques vrillés de méme dimension ne sont pas nécessairement
isomorphes mais, a posteriori, le théoreme ci-dessus (assisté du théoreme de Gray) im-
plique que tout voisinage d'un disque vrillé contient une copie de tout autre disque
vrillé de méme dimension. On peut aussi déduire de ces théorémes que, sur une variété
compacte sans bord, deux structures de contact vrillées qui sont homotopes parmi les
structures presque de contact sont isotopes. C’est la flexibilité promise, elle contraste
avec les résultats concernant les spheres mentionnés plus haut.

Il faut noter que la démonstration d’existence d’au moins un disque vrillé par dimen-
sion dans [BEM15] n’est pas explicite. La démonstration est constructive mais passe par
un tel empilement d’étapes qu’il semble difficile d’obtenir une description explicite en la
suivant. Cependant, dans [CMP15], Casals, Murphy et Presas démontrent des critéres
plus maniables permettant d’assurer qu’une variété de contact est vrillée. En particulier
une structure de contact sur une variété compacte sans bord est vrillée si et seulement
si elle est portée, au sens de Giroux, par un livre ouvert qui est une stabilisation néga-
tive, voir I'exposé [Col08] pour les définitions de ces termes. Cette condition avait été
proposée par Giroux comme une facon prometteuse de définir les structures de contact
vrillées en grande dimension. De méme l'existence de certains plastikstufes de Nieder-
kriiger est équivalente a l’existence d’un disque vrillé. Enfin une variété de contact est
vrillée si et seulement si elle contient un ouvert isomorphe a (R3 x R*=2 ker(a + A))
ol (R3 ker ) est un voisinage d’un disque vrillé de dimension 3 et A est une 1-forme
standard. Cette condition avait été conjecturée comme étant la bonne par Niederkrii-
ger, par exemple dans [Niel3]. En particulier les conjectures de Giroux et Niederkriiger
étaient équivalentes, un fait qui avait résisté aux tentatives de démonstrations directes.

Ainsi le théoreme 1.2 clét la quéte d’une classe de structures de contact flexible en
grande dimension et, avec 'aide de [CMP15], unifie 'essentiel des tentatives précédentes.
Un tel succes renforce considérablement 1’élan du coté flexible, déja bien relancé en 2012.
En particulier, on peut légitimement espérer des progres aussi du coté symplectique. En
laissant de coté le monde étrange de la dimension 4, la question est : si une variété fermée
M de dimension paire 2n > 6 admet une structure presque complexe (J € End(T'M),
J? = —1d) et une classe de cohomologie de de Rham € de degré 2 telle que Q" # 0,
admet-elle une structure symplectique ? Pour I'instant la question reste ouverte, mais
[EM15] apporte déja des résultats dans cette direction.
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Nick Sheridan d'un cours de Matthew Strom Borman a I'TAS (les notes sont sur le site
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Eliashberg pour ses réponses a mes questions durant la préparation de ce texte et
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je remercie Alexandre Vérine, Hélene Eynard et Sylvain Courte pour leurs commentaires
sur des versions préliminaires de ce texte, ainsi que Viviane Le Dret pour ses corrections
orthographiques.

2. PLAN DE LA DEMONSTRATION

On présente ici une vue d’ensemble de la démonstration du théoreme 1.2, au prix d’un
certain flou dans quelques définitions et énoncés. Les sections suivantes contiennent des
définitions et énoncés précis ainsi que quelques éléments de démonstrations. Ici et dans
toute la suite, la discussion est simplifiée en ne retenant de 1’équivalence d’homotopie
promise que la surjectivité sur les composantes connexes. Cet énoncé plus faible fait déja
apparaitre toutes les idées essentielles. Il s’agit donc de démontrer, en voyant apparaitre
naturellement les disques vrillés, le théoreme 1.1 : toute structure presque de contact est
homotope a une structure de contact. Ici et dans toute la suite, on supposera connexes
toutes les variétés intervenant. Cela n’occasionne aucune perte de généralité.

Comme évoqué plus haut et détaillé dans la section 3, les techniques développées
par Gromov dans [Gro69] permettent de régler le cas des variétés ouvertes (c’est-a-dire
dont aucune composante n’est compacte sans bord). La démonstration dans le cas des
variétés fermées commence par I'idée la plus naive possible : en retirant une boule d'une
variété fermée, on obtient une variété ouverte. Ainsi il existe une homotopie qui rende
la structure presque de contact authentique dans le complémentaire d’une boule. On a
donc résolu le probléme en laissant un trou.

Cette premiere réduction conduit au probleme dit des coquilles de contact. Une co-
quille de contact est une boule B, a bord lisse par morceaux, munie d’une structure
presque de contact ¢ qui est de contact pres du bord. On cherche une homotopie rela-
tive au bord déformant ¢ en structure de contact. On dit que deux coquilles de contact
(B,C) et (B',(’) sont équivalentes s'il existe un difféomorphisme ¢ : B — B’ tel que
0+(C est homotope a (' relativement au bord. Ainsi le probleme des coquilles de contact
consiste a montrer que toute coquille est équivalente a une coquille pour laquelle ¢ est
partout une authentique structure de contact. L’ensemble des coquilles de contact est
naturellement ordonné par ce probléme. En effet, soient (B, () et (B’, (") deux coquilles
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de contact. Supposons que 1’on puisse déformer ( relativement au bord de B jusqu’a la
rendre de contact sur un voisinage U de 0B tel que B\ U munie de la restriction de ¢
soit équivalente a (B’,(’). Dans ce cas la résolution du probleme pour (B’,(’) entraine
immédiatement sa résolution pour (B, () et on dit que (B, () domine (B’, ().

On considere donc une coquille de contact (B, () a déformer. Par déformation sur
une petite boule B’ C B, on se raméne a un probléme analogue sur un anneau S** x
[0, 1] muni de la restriction de ¢ qui est maintenant de contact au voisinage de S** x
{0,1}. L’idée suivante est de recouvrir cet anneau par N — 1 tranches M; = S*" x
[j/N —1/N,j/N + 1/N] auxquelles on applique le théoreme de Gromov pour déformer
la restriction de ¢ en une structure de contact §;. Bien sir les structures obtenues
n’ont aucune raison de se recoller sur les intersections des tranches. Mais le théoréme
de Gromov fonctionne en famille donc les structures obtenues sont tres proches les
unes des autres si NV est tres grand. Une variante du théoreme de Gray, qui atteste
I’absence de déformation des structures de contact modulo isotopie, entraine alors que
le germe de &1 le long de Sj41 = S*" x {(j+1)/N} apparait le long d’une hypersurface
S% dans M; qui est le graphe d'une fonction de S; dans [j/N — 1/N,j/N + 1/N].
Des techniques de localisation de cette fonction permettent d’obtenir une structure de
contact dans le complémentaire d’un nombre fini de trous. Chacun de ces trous est une
coquille de contact mais dont la structure presque de contact est bien mieux contrdlée
qu’initialement.

En effet ces coquilles dominent ce qu’on appelle des trous circulaires et qu’il est
commode, pour l'instant, de décrire de la fagon suivante. Ces trous sont difféomorphes
a A xID? o1 A est une boule dans R?"~! et équipées dune structure presque de contact ¢
qui, prés du bord, est une structure de contact de la forme ker(\g + K (z,7)df) ot Ao
est la forme de contact standard sur R>*~!, z est dans A et re? dans D?. Ce modele est
donc paramétré par le choix de boule A et surtout par la fonction K = K(x,1). Cette
fonction, appelée hamiltonien du trou, va de A dans R et est nécessairement strictement
positive au voisinage du bord. La description compléete de ( demande de préciser plus
de choses mais celles-ci n’influent pas sur la classe d’équivalence de coquille de contact
obtenue. On notera abusivement (B, (k) un représentant quelconque de cette classe.
La discussion menée jusqu’ici conduit a I’énoncé suivant, pour lequel on donnera un
peu plus de détails dans la section 4.

PROPOSITION 2.1 (Réduction aux trous circulaires). — Toute structure presque de
contact ¢ est homotope a une structure qui est de contact dans le complémentaire d’un
nombre fini de trous circulaires. De plus, si ( est déja de contact au voisinage d’un
fermé A, on peut construire cette homotopie relativement a un voisinage de A.

On veut ensuite se ramener a un unique modele de trou circulaire. Si le hamiltonien
du trou est partout strictement positif alors ce dernier est tres facile a remplir. Le point
crucial suivant est que 1’ordre sur les coquilles de contact est compatible avec I’'ordre sur
les hamiltoniens : si A" C A et K’ < K alors le trou circulaire (B, (), associé a (A, K),
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domine (Bg/, (k). On dira donc que K domine K’. Le groupe des transformations de
contact de R?"~! agit sur les paires (A, K) : la coquille de contact associée & (A, K) est
équivalente a celle associée a (P(A), @, K) ot P, K(x) = ce(P(2)) K (P (2)), ca(x)
étant le facteur conforme de ®, défini par ®*\g = ceAg. En effet, avec cette définition,
(@ x Id)*(Ao + P K (z,7)dO) = co(x)No + P.K(P(2),7)dO = co(x)(No + K(z,7)d0)

Ainsi le probleme d’existence des structures de contact est lié a ’étude de la relation
d’ordre sur les paires (A, K') modulo l'action des transformations de contact. Lorsque
la variété ambiante est de dimension 3, et donc A de dimension un, on montre de fagon
completement élémentaire 1'existence d’un hamiltonien explicite qui, modulo I'action
des transformations de contact, est inférieur a n’importe quel autre. En fait n’importe
quel hamiltonien qui est quelque part strictement négatif convient.

En dimension plus grande, I’existence d’une telle classe de hamiltoniens reste a ce jour
une question ouverte. Pour exprimer 1’énoncé plus faible mais suffisant qui est connu on
généralise 1égerement la notion de domination. On dit qu’une coquille de contact (B, ()
domine une collection de coquilles de contact (B;,(;) si ¢ est homotope, relativement
au bord, a une structure presque de contact qui est authentique dans le complémentaire
d’une collection de coquilles de contact équivalentes aux (B, ;).

PROPOSITION 2.2 (Existence de trous universels). — En chaque dimension, il existe
un trou circulaire (Buniv, Suniv) universel, c¢’est-a-dire tel que tout trou circulaire domine
une collection finie de trous tous équivalents d (Buniv, Euniv) -

Le mot universel se réfere au fait que tout trou circulaire est concerné mais ne suggere
pas 'unicité du trou universel. En effet tout trou dominé par un trou universel est
universel. Le premier ingrédient de la démonstration de la proposition ci-dessus est un
critére portant sur les domaines de (R*"™1, £,q) étoilés. Ici et dans toute la suite, le mot
domaine désigne un compact d’intérieur non vide et dont le bord est lisse par morceaux.
On dit qu’il est étoilé si son bord est transversal au champ de vecteurs

7 =2:0.+ Y (2:0s, + yi0y,).

PROPOSITION 2.3 (Désordre et domination). — Sur une boule étoilée A, pour qu’un
hamiltonien K1 en domine un autre Ky modulo transformation de contact, il suffit qu’il
existe une sous-boule A" C A au voisinage de laquelle Ky est strictement négatif et hors
de laquelle Ky est positif et domine K.

Le cheminement de la démonstration (qui sera expliquée plus en détail dans la sec-
tion 5.2) est le suivant. Les hypotheses permettent de se ramener au cas ou Ky est
strictement négative en 1'origine et nulle sur un voisinage du bord ou K; est stricte-
ment positive. On utilise une version tronquée du flot de Z pour agir sur K avec un
facteur conforme treés grand sur un voisinage de l'origine envoyé sur presque toute la
boule. Le facteur conforme est hors de controle pres du bord mais il y est multiplié par
Ky qui est nul.
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Pour démontrer la proposition 2.2, I'ingrédient suivant est l'addition des hamilto-
niens. Soit D;, j € J, une famille ordonnée de boules fermées dans AxS' et ¢;: D; — R
des fonctions strictement positives pres du bord et nulles au bord. Une variante de la
construction des coquilles (Bg, (k) fournit une famille de coquilles de contact (Bj, ;).
Chacune de ces coquilles dépend de la géométrie de contact du support de ¢; et de la
somme des ¢;, i < j sur ce support. Soit K un hamiltonien sur A. Si }>; ¢;(z,t) < K(x)
pour tout (x,t) € A x S' alors la coquille de contact (B, (x) domine la collection des
(Bj, ;). 11 s’agit essentiellement du méme phénomene que celui permettant la localisa-
tion dans la discussion conduisant a la proposition 2.1.

Pour exploiter ce lien entre addition et domination, il est crucial de pouvoir controler
le nombre de coquilles (Bj, (;) susceptibles d’apparaitre tout en contrdlant la valeur des
sommes de ¢, 1a ot elles sont positives (la proposition 2.3 atteste que la partie négative
n’importe pas). Pour cela il suffit de disposer d’une famille de recouvrements de A x S!
de plus en plus fins qui, localement, ne different que par un changement d’échelle d'un
facteur conforme de plus en plus petit. Le point crucial est que R***! muni de sa struc-
ture de contact standard peut étre vu comme un groupe de Lie tres particulier, le groupe
de Heisenberg, muni d’une structure de contact invariante a droite. Ce groupe admet
des réseaux co-compacts, ce qui permet de recouvrir R?"*! par des ouverts relativement
compacts ayant tous la méme géométrie de contact et intersectant tous leurs voisins de
la méme facon. Mais en plus il admet un flot d’automorphismes extérieurs 6, les dila-
tations de Heisenberg, qui préservent la structure de contact, ont pour facteur conforme
A2 et rétrécissent arbitrairement n’importe quel compact quand X tend vers zéro. En
particulier, a I'instar de la situation en géométrie euclidienne mais au contraire de la
géométrie hyperbolique, ce groupe admet des réseaux cocompact de covolume arbitrai-
rement petit. Grace a cette particularité, on peut construire des familles comportant de
tres nombreuses fonctions ¢; dont les coquilles (By, ;) se répartissent dans un nombre
fini de classes d’équivalence qui ne dépend que de la dimension. Tout trou dominé par
un représentant de chacune de ces classes est ainsi universel.

La réduction au trou universel ramene le probleme d’existence des structures de
contact a I'examen d’un unique trou circulaire qui ne dépend que de la dimension et
dont la forme (mais pas les parametres exacts) est explicite. Cependant le hamiltonien
de ce trou universel n’est pas positif donc il n’y a pas de solution évidente et il faut
encore faire un détour.

Comme décrit plus précisément dans la section 6, ce détour passe par l'opération de
somme connexe des coquilles de contact et I'existence de coquilles de contact ayant une
propriété de doublement contrdlé. Etant données deux coquilles de contact (B, () et
(B', (") dans une méme variété presque de contact (M, (yr) et un arc «y reliant 0B a 0B’
d’une fagon convenable en ne traversant que des régions ou (j; est de contact, on peut
épaissir 1égerement B U~y U B’ en une nouvelle coquille de contact notée (B#B', (#().
Cette coquille est essentiellement indépendante du choix de v et de I’épaississement et
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on a donc une opération définie abstraitement sur les coquilles de contact, sans variété
ambiante.

Une coquille de contact (B, () est dite doublante si elle est dominée par son double
(B#B,(#() et que cette domination est triviale au-dessus du complémentaire d'un
disque D C 0B. Plus précisément, on dit que (B, () est doublante le long d'un disque
D C OB si, pour tout petit voisinage tubulaire 0B x [—¢,¢] du bord de B, il existe
une structure de contact  sur un anneau sphérique S x [0, 1], un disque D’ dans S et
des isomorphismes compatibles entre certains germes. Pour décrire ces isomorphismes
illustrés sur la figure 1, on note S, = S x {r} etc. On demande

D} ,
aD x [0,¢] oD’ x [0,1]

B#B S x[0,1]

D.

FIGURE 1. Propriété de doublement de coquille.

(S0, &) ~ (0B, ¢) ou Dy correspond & Dy
(S1,&) ~ (8BE#8BE, Q#C) ou D] correspond & OB.#D,
(0D x [0,1],€) ~ (2D x [0,€],¢).

LEMME 2.4. — Soit (B,() une coquille de contact doublante le long d’un disque D.
Soit (M, n) une variété presque de contact contenant (B, () et une copie disjointe du
germe (D, (). On suppose qu’il existe un arc + reliant B a D au voisinage duquel ¢ est
de contact. Alors la restriction de n a un voisinage U de B U~y U D suffisament petit
est homotope a une structure de contact, relativement au complémentaire de U.

La démonstration de ce lemme est pratiquement incluse dans la définition de coquille
doublante. Quitte a modifier v dans U, on peut supposer qu’il existe un domaine réunion
d’un voisinage BU (B x [0,¢]) de B, d'un tube autour de v et d'un D X [0, €] s’appuyant
sur D = D x {0} dont le bord correspond a la réunion des hypersurfaces 0B.#D.,
0D x[0,¢] et Dy apparaissant dans la condition de doublement. Ainsi on peut remplacer
ce domaine, qui contient en particulier B, par la partie correspondante de S x [0, 1] munie
de la structure de contact &.

Bien siir I'existence de coquilles doublantes n’a rien d’évident, elle est méme décrite
comme étant le « main lemma » dans [BEM15].

PrROPOSITION 2.5 (Doublement). — Tout trou circulaire domine une coquille de
contact doublante.
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Ces coquilles sont construites comme trous circulaires associés a des couples (A, K)
dits spéciaux. La somme connexe Bx# By est encore un trou circulaire, associé a un cer-
tain couple (A#A, K#K). La démonstration de la proposition 2.5 consiste a construire
un plongement de contact © de A dans son double A#A et surtout & montrer que, pour
un bon choix de K, ©,K < K#K. Les K peuvent étre choisis dans une famille explicite
mais ni cette explicitation ni la démonstration ne parviennent a dissiper completement
I'impression que la proposition est miraculeuse.

Si une coquille de contact (B, () est doublante le long d'un disque D et dominée par
un trou circulaire universel alors le germe (D, £) est un disque vrillé. On rappelle que cela
signifie que la conclusion du théoreme 1.2 s’applique pour (D, §). Les propositions 2.2
et 2.5 assurent donc l'existence d’un disque vrillé en toute dimension. Ici on explique
simplement pourquoi un tel germe (Dqs, &ot) permet de démontrer le théoreme 1.1, en
rassemblant tous les morceaux de la discussion ci-dessus.

Soit (M, () une variété presque de contact. Comme toutes les structures presque de
contact sur une boule sont homotopes pourvu qu’on ne fixe aucune condition au bord,
on peut déformer ¢ jusqu'a ce que (Dyi, &) se plonge dans (M, (). On note V un
voisinage de Dt dans M. On retire a M une boule B disjointe de V. On obtient ainsi
une variété ouverte. Le théoreme de Gromov admet une version relative : il n’est nul
besoin de modifier les structures presque de contact la ou elles sont déja de contact,
pourvu que le complémentaire de ces régions soit ouvert. Ainsi on peut supposer que (
est de contact dans le complémentaire de B et contient toujours sa copie de (Dqg, or)
dans V. On a ainsi un trou et un disque.

La proposition 2.1 permet de remplacer le trou (B, () par une multitude de petits
trous circulaires. Soit ( Bupiv, {univ) Un trou universel dominant la coquille (B, (o) ayant
servi a construire (D, &ot ). Par définition d’un trou universel, on peut remplacer chacun
des trous circulaires par encore des petits trous isomorphes a (Bypiv, univ) Puis chacun
de ces trous par toujours des petits trous mais équivalents a ( By, (ot) puisque ce dernier
est dominé par (Buniv, univ)-

A ce stade, la propriété de doublement (sans se préoccuper du disque, en utilisant
simplement que By# Bt domine By) permet de se ramener a un seul trou. En effet
tant qu’il y a au moins deux trous on peut en faire la somme connexe et la remplacer
par un seul trou. Lorsqu’il ne reste plus qu'un trou, on le relie au disque contenu dans V'
par un arc et on conclut par le lemme 2.4.

3. APPROXIMATION HOLONOME ET STRUCTURES DE
CONTACT

Le but de cette section est d’expliquer comment ’existence de structures de contact
sur les variétés ouvertes découle d’un théoreme général permettant de démontrer de
nombreux résultats de h-principe, presque sans aucun argument spécifique. Au passage
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on explique comment les espaces de jets d’Ehresmann donnent un cadre général per-
mettant de considérer les dérivées comme variables indépendantes, comme on ’a fait
dans la discussion des immersions du cercle dans I'introduction.

Soit p: X — M une fibration localement triviale. Le fibré p": X () — M des r-jets de
germes de sections de p a pour fibre au-dessus de m I’ensemble des classes d’équivalence
de sections définies sur un voisinage de m, deux sections étant équivalentes si, vues
dans des cartes, elles ont méme développement de Taylor en m jusqu’a ’ordre r. Toute
section s de p définit tautologiquement une section j”s de X ).

Une relation différentielle d’ordre r sur les sections de p est une partie R de 'espace
total du fibré X, Une solution (authentique) de R est une section s: M — X de p
dont le r-jet j"s prend ses valeurs dans R. Une solution formelle de R est une section
de p" a valeurs dans R mais qui n’est pas nécessairement holonome, c’est-a-dire de la
forme j"s pour une section s de p. Pour les relations différentielles usuelles, 'existence
de solutions formelles est un probleme de nature homotopique, qui releve de la théorie
de l'obstruction. Par définition, la relation R vérifie le h-principe si toute solution
formelle est homotope a une solution authentique. On peut renforcer cette exigence en
considérant des familles de solutions, on parle alors de h-principe a parameétres, ou en
fixant les solutions dans certaines régions de M, on parle alors de h-principe relatif.
Dans l'exemple des immersions utilisé dans 'introduction, M = S!, X = S! x R? et
la trivialisation naturelle de T'S' permet d’identifier X & S' x TR? de sorte que j'vy
devienne 0 — (0,7(0),7(#)). La contrainte d’immersion devient la relation différentielle
R = {(0,p,v) € XW;v # 0}. La famille des 6 +— (0,7:(0),T+(9)) considérée plus haut
est une famille de solutions formelles & déformer, relativement au bord de Iespace [0, 1]
des parametres, en famille de solutions authentiques.

On peut maintenant énoncer le théoreme général permettant de déformer toute struc-
ture presque de contact sur une variété ouverte en structure de contact. Il s’agit d’une
variante de la méthode de relevement des homotopies pour les faisceaux continus de
Gromov. La méthode d’origine provient de [Gro69] et est exposée dans [Gro86], la va-
riante trés maniable énoncée ci-dessous est due a Eliashberg et Mishachev dans [EMO1].
Dans I’énoncé, on appelle polyedre dans une variété V' tout sous-complexe d’'une trian-
gulation lisse de V' (au sens de Whitehead).

THEOREME 3.1 (Théoréme d’approximation holonome d’Eliashberg et Mishachev)

Soient X — V un fibré, A C V un polyedre de codimension strictement positive
et F une section de X" définie sur un voisinage U de A. Pour tout € > 0, il existe
une isotopie 6, : V. — V qui est e-proche de lidentité en topologie C° et une section
holonome F' définie sur un voisinage de §,(A) et e-proche de F en topologie C° sur ce
voi1sinage.

L’énoncé ci-dessus suppose implicitement qu’on a fixé des métriques riemanniennes
sur V et X permettant de parler de distance entre les points de V et entre sections
de X, L’énoncé obtenu est indépendant de ces choix, au moins si A est compact,
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ce qui suffira pour nous (si A n’est pas compact il faut remplacer € par une fonction
strictement positive et tout reste vrai).

L’archétype d’application élémentaire du théoreme d’approximation holonome est la
construction de chemins de randonnée. Dans cet exemple, M = R?, X est le fibré trivial
M xR et r=1. Ainsi XV g’identifie au fibré trivial M x R x (R?)* et une section est
holonome si elle est de la forme x — (x, f(x), df (x)). Le plan M représente la carte d'une
région montagneuse. Cette carte est accompagnée d’une fonction d’altitude h: M — R.
On cherche un chemin de pente partout tres faible allant de x¢g ou h = 0 a z; ou
h = h; > 1 en restant a proximité du segment K = [z, 1] supposé de longueur ¢ < 1.
La section de référence F' de X est donc = + (z, h(x),0). Cette section est trés loin
d’étre holonome. En effet 'inégalité des accroissements finis interdit ’existence d’une
fonction de [0, ] dans [0, hy] ayant une dérivée tres proche de zéro. Mais en remplagant
K par un chemin tres long qui oscille dans un voisinage arbitrairement petit de K, cette
obstruction disparait et la solution existe, en creusant ou remblayant arbitrairement
peu la montagne et avec une pente arbitrairement petite. C’est le concept de chemin
en lacets. La codimension strictement positive de K dans M est cruciale car elle donne
de la place pour osciller. Bien siir le théoreme ne promet aucun contrdle sur la norme
O! de l'isotopie d : il est nécessaire de s’éloigner beaucoup de la direction de K.

La définition des structures presque de contact donnée dans I'introduction ne rentre
pas tout a fait directement dans le cadre des sections d’espaces de jets mais on explique
maintenant comment s’y ramener facilement.

Soit « une forme différentielle sur un espace affine £ dirigée par un espace vectoriel E.
Si on voit & comme fonction de £ dans A*E*, la dérivée extérieure da peut étre vue
comme k + 1 fois Pantisymétrisation de la différentielle Do allant de £ dans @**! E*.
Cette description locale montre qu’il existe un opérateur D : (AkT*V)(l) — ATV
tel que, pour toute k-forme a sur V, da = D(j'a). De plus D est linéaire et surjectif
en restriction & chaque fibre de 7: (A*T*V)) — AFT*V/,

Soient maintenant V' une variété ouverte et (&, [w]) une structure presque de contact
sur V. Soit a une 1-forme de noyau £. La condition presque de contact est v A w™ > 0.
Soit F' une section (non holonome) de (T*V)® telle que To F = a et Do F = w.
L’existence de F' est assurée par la surjectivité discutée ci-dessus. Comme V' est ouverte,
elle se rétracte par isotopie sur un voisinage arbitrairement petit d’'un polyedre A de
codimension strictement positive. Pour le voir on fixe une triangulation lisse de V' et,
pour chaque simplexe o de dimension n = dim(V'), on retire & V un arc allant de
I'intérieur de o a 'infini en ne rencontrant que des simplexes de dimension n et n — 1.
La variété V se rétracte sur le complémentaire d’'un voisinage de ces arcs, puis sur
un voisinage arbitrairement petit du sous-complexe formé des simplexes n’intersectant
aucun de ces arcs.

On peut donc appliquer le théoreme d’approximation holonome pour obtenir une
isotopie § et une approximation holonome F’ = j'a’ de F sur un voisinage W de ;(A).
Comme F” est tres proche de F', o/ = wo F' est tres proche de @ = 7 o F' tandis que
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D o F' = da/ est tres proche de D o F' = w. Ainsi o/ A da/™ vérifie aussi la condition
ouverte de non-annulation sur W donc ker o est une authentique structure de contact
homotope a (o, w) (le segment entre les deux fournissant une homotopie (o, wy)).

Soit g; une isotopie de plongements de V' dans V' issue de l'identité et telle que
g1(V) € W. Comme la condition de contact est invariante par difféomorphisme local,
o = gjo/ définit aussi une structure de contact, cette fois-ci sur V' tout entiere. En
concaténant les homotopies ¢ — ¢/ («, [w]) et s — gf(as, ws), on obtient une homotopie
reliant («, [w]) & (o, [da"]) parmi les structures presque de contact.

Dans la discussion ci-dessus, on notera les roles cruciaux joués par les trois faits
suivants : V' est ouverte, la relation différentielle pertinente est ouverte et elle est in-
variante par difféomorphisme. C’est ainsi que le théoréeme d’approximation holonome
permet de redémontrer le théoreme de Gromov assurant la validité du h-principe en
toute généralité sous ces trois hypotheses.

4. REDUCTION AUX TROUS CIRCULAIRES

4.1. Soucoupes et partitions de 'unité

Comme expliqué dans la section 2, apres application au complémentaire d’une boule
du théoréme de Gromov discuté dans la section précédente, le travail a lieu dans S?* x
0, 1] découpé en fines tranches M; = S*" x [j/N — 1/N,j/N + 1/N] autour de S; =
S?" x {j/N}. Sur ces tranches, la version & un parametre du méme théoréme de Gromov
fournit des structures de contact &; de sorte que le germe (S;41,€;) apparaisse le long
d’un graphe S’ dans M;.

Si par miracle S} est enticrement au-dessus de Sj, c’est-a-dire contenue dans S x
J7/N,j/N + 1/NJ, alors {; et £, sont faciles & raccorder. En effet S; et S’ bordent alors
un anneau qu’on peut identifier & S x [j/N, (7 +1)/N] de sorte que les trois structures
de contact ;, § vu a travers cette identification et &;;; se recollent en structure de
contact sur M; UM, ;. Dans le cas général ou S; et SJ’- s’'intersectent, on va voir qu’une
utilisation soigneuse de partitions de I'unité permet, apres déformation et multiplication
du nombre de spheres intermédiaires, de se ramener au cas ou toute I'intersection S;N.S ;
est concentrée dans un petit disque D C S; le long duquel §; est parfaitement controlée.
Le raccordement discuté dans le cas miraculeux s’applique au-dessus du complémentaire
de D mais laisse un trou correspondant & D X [j/N, (j + 1)/N] pincé le long du bord.
On appelle soucoupes ces disques pincés.

Plus précisément, une soucoupe de dimension 2n + 1 est un domaine de la forme

B ={(w,v) €D xR f (w) <v< fi(w)}

ou D est un disque fermé de dimension 2n a bord lisse par morceaux, f_ et f, sont
des fonctions lisses de D dans R qui vérifient f_ < f, dans 'intérieur de D et dont les
jets d’ordre infini coincident le long du bord de D. On note que chaque soucoupe est
feuilletée par les graphes D de (1 —s)f_ + sfy, s € [0, 1].
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Pour définir le contrdle de la structure de contact visé le long de ces disques, on se
place dans Vp = R?"! x R? munie de ag = Ao — yndx, oll Ny est la forme de contact
standard sur R?"~1. On dit qu'un disque (fermé) inclus dans I’hyperplan II = {y, = 0}
est régulier si le feuilletage de D dirigé par 0,, est isomorphe a un feuilletage produit
(a fibres connexes) et si la projection de D dans R?*"~1 est étoilé, c’est-a-dire que son
bord est transversal au champ de vecteurs Z de I’équation (2). On note que cette
projection est un exemple de réduction de contact, une opération analogue a la réduction
symplectique des sous-variétés coisotropes.

Un disque D de dimension 2n dans une variété de contact (V&) quelconque de
dimension 2n + 1 est dit régulier si le germe (D, &) est isomorphe a un germe de disque
régulier dans le cas modele (Vj, ker o). Une soucoupe réguliere est une soucoupe munie
d’une structure presque de contact ¢ qui est authentique pres du bord et telle que, en
tout point & € Dy, ( est de la forme (ker a, [dag]) ont as est une forme de contact définie
au voisinage de D; et pour laquelle Dy est un disque régulier.

La réduction aux trous circulaires (proposition 2.1) passe par ’énoncé suivant.

PROPOSITION 4.1. — Toute structure presque de contact ¢ est homotope a une struc-
ture qui est de contact dans le complémentaire d’un nombre fini de soucoupes régulieres.
De plus, si  est déja de contact au voisinage d’un fermé A, on peut construire cette
homotopie relativement d un voisinage de A.

Pour expliquer la localisation conduisant a cette proposition, on commence par décrire
plus précisément le résultat obtenu en appliquant le théoréme de Gromov a de fines
spheres épaissies. Pour cela on décrit un modele de structure presque de contact sur
¥ x [0,1] pour X une variété compacte sans bord de dimension 2n (en pratique S*").
Soient £ une structure de contact sur ¥ xR, 1) une fonction de ¥ de R et  une constante
strictement positive dont la valeur exacte n’aura pas d’importance. A ces données on
peut associer la famille de plongements W,: ¥ x [s — 0§, s+ 0] — X xR, s € [0, 1] définie
par

U, (z,t) = (z,s0(x) +t — )
dont les images sont des voisinages des graphes de sy. On a alors une famille de germes
de structures de contact £ = Vi€ le long de ¥ x {s}. Si a est une équation de £ alors
les & ont pour équations les ag = Vi et la famille des (as, da) définit une structure
presque de contact (, sur ¥ x [0, 1]. On dira que ¢y est de type graphe.

On se rameéne au cas de ces structures presque de contact en appliquant le théoreme
de Gromov a parametres a de fines tranches S? x [a, b], le théoréme de Gray et des défor-
mations artisanales ad hoc. Les graphes des fonctions 1) obtenues sont les hypersurfaces
S’ annoncées. Comme expliqué plus haut, le cas des fonctions strictement positives ne
pose aucun probleme. De plus, en augmentant le nombre de tranches, on peut rendre
la norme C* des fonctions apparaissant aussi petite que désirée.

On veut localiser ces fonctions ¢ au-dessus de disques réguliers. Pour cela il est
impératif de se débarrasser des zones ou £ est (presque) tangente aux niveaux % x {u}.
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L’observation clef est que, dans ces zones, on dispose de champs de vecteurs dont le flot
préserve £ et qui sont transversaux aux niveaux. En effet toute structure de contact est
invariante par les flots de certains champs de vecteurs qui lui sont transverses et qu’on
appelle champs de Reeb. En utilisant ces flots, on pousse le graphe de 1) jusqu’a rendre
1 strictement positive dans ces zones. L’énoncé précis obtenu est le suivant.

LEMME 4.2. — Toute structure presque de contact sur un produit XX [a, b] est homotope
a un empilement de tranches ¥ x [0, 1] munies de structures de type graphe (y telles
que, pour chaque tranche, il existe des fermés V C X et V! C Int'V tels que ¢|y > 0 et
¢ est transversale a tous les graphes des st au-dessus de ¥\ Int V.

Dans la suite on simplifie les notations en prétendant que V' et V' sont vides (un cas
qui ne se présente jamais car la caractéristique d’Euler de S*" n’est pas nulle. .. ).

Comme illustré sur la figure 2, toute partition de I'unité A ordonnée sur ¥ pour
laquelle les supports des A; sont des disques fournit une décomposition de ¥ x [0, 1] en
soucoupes délimitées par les graphes des

k
L= A
=1

FIGURE 2. Une partition de 1'unité sur S! (aprés identification des cotés gauche
et droit de la figure) et la partition correspondante de S' x [0,1] en cing
soucoupes.

Sous I'hypothese (fictive) que £ est transversale a tous les graphes de sy, s € [0, 1],
on construit sans peine une partition de 'unité A telle que tous les supports des \; sont
des disques réguliers D;.

On décompose ensuite la fonction 1. Le lemme élémentaire est que ¢ est somme
de fonctions v; a support dans D;, s’annulant a 'ordre infini le long du bord de D;
mais strictement positives sur un voisinage du bord privé du bord. Pour le voir, on
considere une seconde partition de I'unité A~ constitué de fonctions \;” a support dans
I'intérieur des D;, on écrit 1) comme différence de fonctions strictement positives, disons
U+ =+ 2l|ow et ¥ = 2|jl|co, puis on pose B = At — Ay

Les graphes I'(Ly) délimitant la décomposition de 3 x [0, 1] en soucoupes s’envoient
naturellement sur les graphes des sommes partielles Wy = Zle ;. Cette construction
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FIGURE 3. Une fonction 1 sur S! et les trois premiéres fonctions ¥; données
par la partition de I'unité de la figure 2.

est illustrée sur la figure 3. Ces applications s’étendent en immersion P d’un voisinage
de la réunion I'(L) des I'(Ly). La structure de contact P*{ s’étend en structure presque
de contact par une construction en tous points analogue a celle des (. Le résultat est
bien une réunion de soucoupes réguliéres.

4.2. Trous circulaires

On donne maintenant une description des trous circulaires qui est a la fois plus
complete que celle de la section 2 (qui ne décrivait que le bord) et plus maniable pour
la suite.

Soit A un domaine étoilé dans R**~1. Soit K: A — R une fonction qui est strictement
positive au voisinage du bord de A. Pour toute constante C' > — min K, on considere
la boule a bord lisse par morceaux

Brc ={(z,re") € AXC; r? < K(x) + C}.

Le bord de cette boule se compose d'une partie qu’on appellera horizontale ou z est
dans le bord de A et d’une partie verticale ot > = K () + C. On choisit ensuite une
fonction p définie au voisinage de By ¢ et vérifiant

— pour 7 proche de zéro : p = r?;

— pres du bord vertical : p =12 — C';

— pres du bord horizontal : 0,p > 0, sauf si r = 0.

On choisit enfin une 1-forme 8 au voisinage de Bk ¢ qui coincide avec dp pres du
bord et de A x {0} et vérifie 5(9,) > 0 des que r est non nul. Une telle forme existe
car dp vérifie la condition de positivité partout ou on impose 5 = dp et cette condition
est convexe donc I'extension ne pose aucun probleme.

Munis de tous ces choix, on définit la structure presque de contact

Cic = (ker(Xo + pdt), [dXo + B A dt]).

et on vérifie facilement qu’elle est de contact pres du bord et que, modulo équivalence
de coquilles de contact, le résultat ne dépend que de A et K. Cette équivalence justifie
I'abus de langage qui nomme trou circulaire associé a K et note (Bg, (k) n’importe
quelle coquille de contact ainsi construite. Le lien avec les soucoupes s’énonce comme
suit.
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PROPOSITION 4.3. — Toute soucoupe réguliere domine un trou circulaire.

La démonstration de cette proposition est tres technique, nous n’en dirons rien si ce
n’est que les deux types de coquilles sont suffisamment spécifiques pour qu'une suite de
constructions explicites en vienne a bout via deux modeles de coquilles intermédiaires :
le trou rectiligne et le trou de serrure.

On termine cette section par une discussion informelle du lien entre trous circulaires et
fibrations de contact sur le disque, ce qui permet d’expliquer au passage d’ou provient la
terminologie « hamiltonien ». En mécanique classique vue du point de vue hamiltonien,
I'espace des phases est une variété symplectique (X,w), en général un fibré cotangent
équipé de la forme canonique définie dans I'introduction. La fonction d’énergie H est
appelée hamiltonien. Elle engendre un champ de vecteurs Xy uniquement déterminé
par la condition dH = w(-, Xp) et dont le flot préserve w. Dans [Lib59], Paulette
Libermann a étendu cette construction aux variétés munies d’une forme de contact a.
Chaque fonction K sur une telle variété engendre un unique champ de vecteurs Xg
qui vérifie a(Xx) = K et dont le flot préserve la structure de contact ker . Ainsi,
pour a = \g, la champ radial Z de ’équation (2) correspond a la fonction 2z. Cette
construction fonctionne aussi avec des fonctions dépendant du temps. On obtient ainsi
tous les champs de vecteurs dépendant du temps dont le flot préserve la structure de
contact de départ.

Supposons maintenant qu'une coquille de contact (A x D?, ) induise une structure
de contact &, sur chaque fibre A x {p} de la projection sur D?. Dans cette situation,
il existe un champ de plan naturel H transversal aux fibres tel que ( = & ® H et qui,
vu comme connexion d’Ehresmann, fournit un transport parallele préservant la famille
des structures de contact ,. Si ( = ker « alors H est 'orthogonal de £ pour do dans ¢.
Présenté ainsi, cette connexion n’a aucune raison d’étre compléte car les fibres ont un
bord non vide mais on ignore ce probleme dans cette discussion informelle. Modulo
cette subtilité, le transport parallele radial permet alors d’identifier toutes les fibres a
celle située au-dessus de lorigine de D?. Dans une telle trivialisation, on obtient bien
une équation de la forme \g+ pdt avec & = ker \g. La classe d’équivalence de la coquille
de contact de départ est alors entierement décrite par le transport parallele le long du
bord de D?, vu comme chemin issu de 'identité dans le groupe des transformations de
contact de la fibre centrale. Les trous circulaires ont cette géométrie et le chemin de
transformations de contact correspondant est engendré par Xg + 0;.

5. TROUS UNIVERSELS

L’objectif de cette section est d’expliquer la démonstration de la proposition 2.2
assurant 1’existence d’un trou circulaire universel en chaque dimension.
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5.1. Hamiltoniens et domination

Comme expliqué dans la section 2, le groupe de transformations de contact de R?"~!
agit sur les paires (A, K). Soit ® un difféomorphisme de R?>"~!. La condition de contact

O*Esta = Esta €quivaut a 'existence d’'une fonction cg, appelée facteur conforme de ®
pour A, telle que ®*\g = copAg. On pose alors (A, K) = (®(A), ,.K) ou

®.K (7) = ca(P7 (2)) K (27 (2)).

L’ensemble des paires (A, K) est aussi ordonné, on dit que (A, K) < (A', K') si
A C A, K'lana > 0 et K < K'|a. Des vérifications faciles conduisent au lemme
suivant.

LEMME 5.1. — Les coquilles de contact associées a (A, K) et O (A, K) sont équiva-
lentes. Si (A, K) < (A', K') alors la coquille By, domine By.

5.2. Lemme de désordre

On explique maintenant plus en détail comment démontrer la proposition 2.3 dont
revoici I’énoncé.

PROPOSITION 5.2 (Désordre et domination). — Sur une boule étoilée A, pour qu’un
hamiltonien K; en domine un autre Ko modulo transformation de contact, il suffit qu’il
existe une sous-boule A" C A au voisinage de laquelle Ky est strictement négatif et hors
de laquelle K, est positif et domine K.

Pour comprendre cette proposition, il est utile de voir pourquoi elle est facile lorsque
A est de dimension un, sous les seules hypotheéses que K, est strictement positif pres
du bord et que Ky est quelque part strictement négatif a I'intérieur. Cela explique
au passage pourquoi on a, dans ce cas, un hamiltonien dominé par n’importe quel
autre modulo transformation de contact. Supposons donc que A = [—1, 1], munie de sa
structure de contact triviale ker dx = {0} pour laquelle tous les difféomorphismes sont
des transformations de contact, de facteur conforme donné par leur dérivée. Puisque les
difféomorphismes (de contact) agissent transitivement sur les points et envoient régions
positives sur régions positives, on peut supposer Ky(0) < 0. On considére ensuite un
difffomorphisme ® de A (automatiquement de contact!) dont la dérivée est tres grande
sur un voisinage U de l'origine et tres petite hors d’'un voisinage V' sur lequel K| est
encore strictement négative. On s’assure de plus que ® envoie U sur un intervalle hors
duquel K est strictement positive. Comme le facteur conforme de ® n’est autre que
sa dérivée, ¢, Ky < K;. En effet &, K| est tres négative sur ®(U) et reste négative sur
¢ (V') tandis que sa valeur absolue devient minuscule hors de ®(V').

En dimension plus grande, il est facile d’envoyer un petit voisinage U du centre de A
sur une grande boule avec un grand facteur conforme. Il suffit d’utiliser le théoreme de
Libermann pour tronquer le flot de Z. Mais nul ne sait garantir un tres petit facteur
conforme hors d’un voisinage V' contenant U, ce qui empéche de conclure sans hypothese
supplémentaire. Cependant cette stratégie fonctionne si K, est nul sur un voisinage
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du bord tandis que K; y est positif. En effet on peut alors abandonner le controle du
facteur conforme la ot il se trouve multiplié par K, nul. Les hypotheses de la proposition
permettent de se ramener a ce cas en remplagant Ky par un K{ > Ky qui est nul pres
du bord de A’ et en appliquant la stratégie sur A’.

5.3. Recouvrements équivariants

Cette section aborde le deuxieme ingrédient de la démonstration de 'existence de
trous universels : les recouvrements équivariants. Ici le groupe de Heisenberg joue un
role crucial. Soit w = Y dz; A dy; la forme symplectique standard sur V' = (R?)"L.
On équipe H =V x R de la loi de groupe (u, z) * (v,w) = (u+ v,z + w + w(u,v)).
La forme de contact standard A\g = dz + Y- (x;dy; — y;dz;) est invariante par translation
a droite dans H. Ainsi ces translations sont des transformations de contact de facteur
conforme 1. De plus le groupe H admet un réseau cocompact I' = Z?"~1. Par ailleurs on
considere T*R muni de sa 1-forme canonique pdq décrite dans I'introduction : ¢ est la
coordonnée dans R et p celle des fibres de T*R. Cette 1-forme est invariante par I'action
de Z translatant la coordonnée ¢q. On considere ensuite H X T*R muni de la forme de
contact g+ pdq. Dans cette variété, on note II 'hyperplan H x R d’équation p = 0. Le
groupe O = I' X Z agit par transformations de contact, préserve Il et y agit proprement
discontinument. On note 7 la projection de H x T*R sur (H x T*R)/Z = H x T*S.

Enfin on considére les dilatations 0* envoyant (u, z, g, p) sur (Au, A2z, Ag, Ap). Il s’agit
de transformations de contact de facteur conforme A\%. En conjuguant les éléments de ©
par 0'/N on obtient une famille de groupes © . Chacun de ces groupes agit proprement
discontinument sur II et contient comme sous-groupe central le Z agissant sur T*R. Le
quotient Oy = On /7 agit donc sur le quotient H x T*S'.

La forme particuliére des transformations de O (et O ) les laisse agir sur Uensemble
de fonctions ¢ : II — R définissant des soucoupes régulieres comme dans la section 4.
Si g est un élément de Oy alors la soucoupe définie par ¢ est isomorphe a la soucoupe
définie par g- ¢ := ¢po g !/N. En effet

g (N —sg-pdx,) =g"\g— spo g lo g/Ng*dzx,
= \o/N? — 5¢/Ndzx, /N

= (o — s¢dz,, ) /N?.

Soit @) un disque régulier de II dont les images par © recouvrent II. Lorsque N est
assez grand, la projection 7 est un difféomorphisme en restriction a Qn = §"/V(Q) et a
toutes ses images sous 'action de ©. Dans toute la suite on fixe un tel compact () et on
supposera toujours N suffisamment grand pour assurer cette propriété. En particulier
toute fonction ¥ a support dans un g(Qy) pour g dans © définit une fonction notée
¢ sur w(IT) = R~! x S, Les images de Qn = 7(Qy) sous l'action de Oy recouvrent
7(II). Cette famille de recouvrements de 7(II) de plus en plus fins mais avec toujours
la méme combinatoire et géométrie de contact et le fait que l'action de Oy sur les
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fonctions divise leur valeur absolue par N permettent le lemme suivant qui est un des
deux lemmes majeurs de la démonstration du théoreme principal.

LEMME 5.3. — Il existe une fonction ¢ a support dans () qui s’annule a [’ordre infini
le long de OQ) et est strictement positive prés du bord et il existe une suite kK > 0 tels
que, pour tout € > 0 et tous domaines compacts AN’ € A € R*™1, il existe N et un
ensemble fini A C Oy tels que

Dp=rn+> g-6<
geA

0 sur A" xSt
e sur (A\A) xS!

et Dy = Ky hors d’un compact de lintérieur de A x St.

Démonstration. — Soit m le nombre d’éléments g de © pour lesquels g(Q) intersecte Q.
On fixe dans ) un domaine @)’ relativement compact dont les images par © recouvrent
encore II. On choisit pour ¢ une fonction qui a les propriétés demandées pres du bord
de @ et vérifie en plus max ¢|or < —(m+ 1) max ¢. Enfin on pose ;1 = max ¢. Ces choix
sont indépendants de A, A’ et e.

On pose Qy = §Y/N(Q') et Q) = (Qy)- Les images de On par les éléments de Oy
sont de diametres majorés par une constante qui tend vers zéro quand N tend vers
I'infini. On choisit NV assez grand pour que cette constante soit strictement inférieure a
la distance entre A’ x S! et A x S.

On choisit pour A I'ensemble des g pour lesquels g(@?v) intersecte A’ x S*. La réunion
de ces compacts recouvre A’ x S! mais est contenue dans l'intérieur de A x S'. En
particulier, dans la définition de ®,, le support de la somme est contenu dans I'intérieur
de A x S!. Par construction de I'action du groupe sur les fonctions, chaque g - ¢ est
majoré par /N. De plus, en tout point, la somme ne fait intervenir qu’au plus m termes
non nuls. La somme est donc majorée partout par mu/N qui est strictement inférieur
& e — p/N pourvu qu’on choisisse N > (m+ 1)u/e. En tout point de A’ x S' au moins
un des termes non nuls de la somme provient d’une image de Q’N donc est inférieur a
—(m+1)u/N. Les autres termes sont en nombre au plus m — 1 et majorés comme avant
par ;1/N. On a donc une somme inférieure & —2u/N. On pose ky = p1/N. O

On déduit maintenant de ce lemme et du critere de domination 5.2 I'existence d’un
trou circulaire universel. Supposons qu’on veuille un trou circulaire dominé par un
trou circulaire associé a un couple (A, K7). Par hypothese, A est étoilé. De plus K est
strictement positive au voisinage du bord de A donc il existe € > 0 et un domaine étoilé
A’ € A tel que Ki|a\ar > €. On applique le lemme & ces données A, A’ et . On choisit
une fonction Ky sur A qui est strictement négative sur A’, inférieure a K7 sur A\ A’ et
qui, vue comme fonction sur A x S, reste partout supérieure a ®, (figure 4). D’apres la
proposition 5.2 et le lemme 5.1, le trou circulaire associé a (A, Ky) est dominé par celui
associé a (A, K;). On peut donc oublier K; et se concentrer sur K. Par construction,
le trou circulaire associé a Ky domine celui associé a ®,. De plus la fonction constante
kn définit un trou circulaire trivial a remplir car ky > 0. Il reste a ajouter les fonctions
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F1GURE 4. Hamiltoniens pour les trous universels

g/~\¢. On numérote les élements de A et ajoute les fonctions dans 'ordre. On obtient
ainsi un empilement de soucoupes comme dans la section 4. Chaque soucoupe s’appuie
sur le graphe de la somme des fonctions ajoutées précédemment. Bien que ces soucoupes
soient trés nombreuses (on ne contréle pas du tout le cardinal de A), elles ne sont que
d’au plus 2™ types différents ot m est le nombre d’éléments g dans © tels que ¢(Q)
intersecte (). Ces soucoupes sont indépendantes de A et K;. On applique ensuite la
proposition 4.3 a ces soucoupes pour les remplacer par des trous circulaires. Comme la
collection des hamiltoniens correspondants est finie, il existe un hamiltonien inférieur a
tous ceux-la. Cet hamiltonien est bien universel.

6. DOUBLEMENT ET DISQUES VRILLES

L’objectif de cette section est d’expliquer comment se déroule la démonstration de la
proposition 2.5 assurant I'abondance de coquilles de contact doublantes.

6.1. Sommes connexes de trous

Dans toute cette section, on fixe un domaine étoilé A° particulier dans R?"~!. On
voit R?"~1 comme (R?)"~! x R, on équipe chaque R? de coordonnées polaires (r;, 0;) et
on note z la coordonnée restante. Dans ces coordonnées, la forme de contact standard
s’écrit

Xo = dz+ Y ridb;.

On note
u=>r7 et A ={u<l,|z| <1}

Pour tout hamiltonien sur A° on appelle pole Nord et pole Sud du trou circulaire
correspondant les points de R?"~! x C dont toutes les coordonnées sont nulles sauf z
qui vaut +1 ou —1 respectivement. On dit qu’'un hamiltonien sur A’ est a symétrie
cylindrique s’il ne dépend que de u et z.
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Soient K, et K_ deux hamiltoniens a symétrie cylindrique et vérifiant Ky (u,1) =
K_(u,—1) pour tout u. On note F(u) cette valeur commune. On décrit maintenant un
modele de somme connexe au bord des trous circulaires correspondant a K et K_.

Soit Z, la translation de vecteur 70, dans R?**~! il s’agit d’une transformation de
contact. Pour tout [ > 0 et 5: [—[,l] — R qui s’annule pres du bord, on pose

NoH N = Z ((A°)U Ty 5 U 2 (A)

ou T} 5 désigne le tube {u < exp(—/f(2)), |2| < I}. Sur A% 3A° on considére le hamil-
tonien
(KyoZ)(u,z)  sur 2 1(A°),
K+#l7ﬁK_: (U,Z) — efﬁ(Z)E(u) Sur ﬂ,ﬂu
(K_o0Z ; 1)(u,2z) sur Z;4(A°).

Un lemme usuel de forme normale au voisinage d’une courbe permet de démontrer
le résultat suivant.

LEMME 6.1. — Soit (M, () une variété presque de contact contenant deuz trous circu-
laires disjoints By = By, et B_ = By _. Soit~y un arc reliant le pole Nord de B, au pdle
Sud de B_ et dont l’intérieur est disjoint de By et B_. On suppose que ( est de contact
au voisinage de 7y et transversale a ~y. Alors tout voisinage de B, U~y U B_ contient
un domaine isomorphe au trou circulaire associé a K 4 3K_ pour une certaine paire

(4, 5).

6.2. Hamiltoniens spéciaux

L’objectif de cette section est de présenter une classe de hamiltoniens, dits spéciaux,
dont les trous associés vérifient la propriété de doublement présentée dans la section 2.

Une fonction k: R, — R est dite spéciale si k(1) > 0 et

ak <Z> < k(u) pour tous a>1etu>0.

Un hamiltonien a symétrie cylindrique est dit spécial s’il existe une fonction spéciale k
et zp € |—1,1] tels que, pour tout u € [0,1] :

— k(u) < K(u, z) avec égalité lorsque z est proche de zp

— la fonction K (u,-) est décroissante sur [—1, zp]

— K(u,2) < K(u,—1) = K(u,1).

Les hamiltoniens spéciaux existent en abondance : tout hamiltonien Ky: A° — R
domine un hamiltonien spécial. Par exemple, pour tous réels strictement positifs a, b et
A vérifiant b < 1 et A > a/(1 —b), (un lissage de) la fonction

b o {)\(u—b)—a s%u}b,
—a sinon.

est spéciale et (un lissage de) (u, z) — max(k(u), k(]z])) est un hamiltonien spécial.
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Dans toute la suite, on fixe un hamiltonien spécial K. Pour tout € > 0, on pose
K.=K-cet A2 ={u<1—¢z] <1—¢}. Siec estsuffisamment petit, K. est
strictement positif pres du bord de A?.

L’énoncé suivant est appelé « Main lemma » dans [BEM15], c’est lui qui assure la
propriété de doublement du trou circulaire associé a un hamiltonien spécial. Toute la
fin de ce texte sera consacrée a une évocation de sa démonstration.

LEMME 6.2. — Soit K un hamiltonien spécial sur A°. Pour tous l, 3, €, il existe une
transformation de contact © : A° — A°#; 3\’ qui coincide avec Zjy ld ot z est dans
[zp, 1] et vérifie :

O.(A2, K.) < (N#1 58, K#15K).

Le condition de translation pour z dans [zp, 1] assure que le doublement a lieu le long
du complémentaire de 0Bk N{z > zp}. Ce complémentaire D sera donc un disque vrillé
si on suppose K inférieur a un hamiltonien universel fourni par la section précédente. Le
e controle la taille du voisinage de D comme dans la définition des coquilles doublantes,
il est bien arbitrairement petit.

La construction de la transformation O fait intervenir deux familles de transforma-
tions. A tout difféomorphisme h: R — R, on associe la mise & I’échelle transversale

Dy (1,0, 2) — (h/(s)ri,Qi,h(z)).

Ces transformations permettent d’étirer la variable z tout en dilatant les rayons r;.
Ainsi I'image par @, d’un domaine de la forme {u < f(2), z € [a,b]} est {u <
(W f)(h='(2)), z € [h(a),h(D)]}. En utilisant une telle transformation, on ramene le
lemme au cas ou la fonction § est nulle, au prix d’une augmentation de [. Plus précisé-
ment, on construit une premiere transformation ® telle que ®, (AO#MA", K#y oK ) <

(AO#MAO, K#lﬁK) pour un certain !’. Dans la suite on suppose donc £ nulle, on ’omet
dans les notations, et on renomme [’ en /.

Le méme type de mise a I’échelle transversale, appliquée cette fois a A°, permet
d’étirer la coordonnée z pour envoyer l'intervalle de longueur 2 couvert par A° sur
I'intervalle de longueur 2[4 4 couvert par A°#;A°. Mais cette fois la dilation des rayons
qui accompagne cet étirement est une nuisance a corriger.

La correction se fait par une transformation de torsion, au prix d’une distorsion des
angles #; qui n’a aucun impact car les hamiltoniens considérés ne dépendent pas de ces
angles. Ces transformations de torsion sont paramétrées par une fonction g: R — R et
un nombre z5. On définit

T

‘IJQ,ZO(TDQZ'J Z) = ( ,0; — /ZQ(S) ds, z

1+ g(2)u 20 )
qui est une transformation de contact entre les ouverts {1 + g(z)u > 0} et
{1 —-g(z)u > 0}. Comme annoncé, ces transformations ne changent pas la coor-
donnée z et, pour g = 1/f; — 1/fs avec fi et fy des fonctions strictement positives,
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envoient le domaine {u < f1} sur {u < fo}. L'effet d'une telle transformation sur un
hamiltonien K a symétrie cylindrique est :

(W) (1, 2) = —— K< u )

L-g(z)u \1-g(2)u

En particulier pour toute composée 'y, ., = ¥, ., o @ avec g(z) = 1 — 1/ (h™*(2))
et tout hamiltonien K a symétrie cylindrique,

(Fm%ﬁkxmz):iﬂ%zﬂ(<ﬁmjzyh%@)

ot h(2) = u+ (1 —u)h' (h~(2)).

On explique maintenant comment la condition de fonction spéciale intervient. Soit
donc K un hamiltonien spécial, accompagné de ses fonctions k et E et de son altitude
spéciale zp. On fixe aussi 2z}, < zp tel que K (u, z) = k(u) quand z est dans un voisinage
de [z}, zp]. Soit h un difféomorphisme de R qui coincide avec la translation z — z—{—1
sur un voisinage de |—o00, 2] et avec la translation z — 2z 4+ [ 4+ 1 sur un voisinage de
[2p, +00[ et vérifie partout A'(z) > 1. On pose © = I, ,, pour un zy > zp. On note I,
I'intervalle h([z], 2p]) = [2p — — 1,2p + [ + 1]. Il ne se passe rien de notable hors de
{z € I} car © y coincide avec une translation et ©,K = K#K dans cette zone.

Pour z dans I, ©,K (u, z) = h(z)k(u/h(z)). Or, pour tout u dans [0, 1], & > 1 car h est
une combinaison convexe de 1 et d’une valeur de &' > 1. Ainsi la définition de fonction
spéciale assure, toujours pour z dans [;, ©,K (u, z) < k(u) < K(u, z) < E(u) = K#K.
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