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VARIETES EN EXPANSION
[d’aprés M. Gromov, L. Guth, ...]

par Nicolas BERGERON

INTRODUCTION

Soit M = I'\H,; une variété hyperbolique compacte de dimension d, ot I' est un
sous-groupe discret et sans torsion du groupe SOg(d, 1) des isométries de l'espace hy-
perbolique H, préservant 'orientation.

A la fin des années 1960, Cheeger [14] a défini une constante isopérimétrique h(M)
dans le but de minorer la premiére valeur propre du laplacien de M (inégalité de
Cheeger-Maz’ya). La constante de Cheeger est définie par

VOld,1 (8U)
vol(U)

ot l'infimum est relatif & I'ensemble des ouverts U C M de volume (hyperbolique)

h(M) = inf

vol(U) < 2vol(M) et de bord une sous-variété (compacte), lisse par morceaux, de
dimension d — 1, et ot vol;_; (OU) désigne la mesure volume (d — 1)-dimensionnelle sur
OU. On peut vérifier que h(M) est strictement positive.

Le rayon interne d’une variété hyperbolique est le rayon de la plus grande boule
métrique plongée dans la variété. On attribue généralement a Margulis et Kazhdan la
preuve de I'existence d'une constante positive R = R(d) minorant le rayon interne des
variétés hyperboliques de dimension d. L’inégalité isopérimétrique dans H, implique
alors l'existence d'une constante H = H(d) telle que pour toute variété hyperbolique
M compacte de dimension d, on a :

(1) h(M) < H.

A Topposé, quelle que soit la dimension d, on peut construire une suite (M;)ien
de variétés hyperboliques compactes de dimension d telle que la constante de Cheeger
h(M;) tende vers 0 lorsque ¢ tend vers 'infini.

Voici deux familles d’exemples, aux comportements différents, a garder en téte.

Exemple 1 : revétements cycliques

Soit. M une variété hyperbolique compacte dont le premier nombre de Betti est non
nul; Millson [37] montre qu’il en existe en toute dimension. Soit F' C M une sous-
variété de codimension 1 dont la classe duale [F] € H'(M) est non triviale. Le produit
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d’intersection avec F' donne lieu & un morphisme surjectif
(2) m(M) — Z

du groupe fondamental de M vers Z. Soit (M;);>1 la suite des revétements cycliques
associés a cette surjection ; le revétement M; — M est donc associé au noyau du mor-
phisme 7 (M) — Z/iZ obtenu en composant (2) avec le morphisme de réduction mo-
dulo 7. La figure 1 montre que 1’on peut choisir deux élévations F; et F, de F' dans M;
de sorte que M; \ (Fy U F3) soit la réunion de deux ouverts de volumes supérieurs a
[i/2]vol(Mj). On a donc

2vol,_1(F)

[i/2]vol(Mp)

et h(M;) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers l'infini.

h(M;) <

F1GURE 1. Un revétement cyclique et deux élévations

Exemple 2 : revétements de congruence

Soit M = T'\H, une variété hyperbolique compacte de dimension d > 3. Selberg [45]
déduit de la rigidité locale de I" dans SOy(d, 1) que, quitte & conjuguer I" dans SOy(d, 1),
on peut supposer que tous ses éléments sont a coefficients dans un corps de nombres.
L’adhérence de Zariski de I" dans SLg,1(C) est donc un groupe algébrique et semi-simple
défini sur un corps de nombres. Notons G le groupe algébrique affine et semi-simple
sur Q obtenu par restriction des scalaires. On a alors I' C G(Q) et, puisque I' est de
type fini, il existe méme un entier gy (le p.p.c.m. des dénominateurs des coefficients
matriciels des générateurs de T') tel que I' soit contenu dans G(Z[1/qo]). Etant donné
un entier ¢ premier a qo, le morphisme 7, : G(Z[1/q]) = G(Z/qZ) est bien défini; on
note I'; U'intersection de I' avec le noyau de m,. On pose enfin M, = I')\Hy; c’est un
revétement fini, dit de congruence, de M.
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La proposition suivante est un cas particulier d’'un théoréme de Salehi-Golsefidy et
Varju [23]|. En appendice on détaille un peu sa (longue) histoire et on donne une bréve
idée de sa démonstration.

PROPOSITION 0.1. — [l existe une constante strictement positive a = a(M) telle que
pour tout entier q premier a qo et sans facteur carré, on ait

h(M,) > «.

Les revétements de congruence, d’origine arithmétique, sont plus difficiles & visua-
liser que les revétements cycliques. L’expérience semble indiquer qu’a volume égal ils
sont topologiquement plus « complexes » que les revétements cycliques. Les invariants
homologiques usuels ne permettent toutefois pas de confirmer ce sentiment.

Dans ce rapport, on présente une nouvelle notion de complexité topologique d’une
varieté M, due a Gromov et Guth [25] : le volume euclidien minimal occupé par
I'image d’un plongement M — R™ d’épaisseur de rétraction au moins 1, c’est-a-dire
dont I'image est un rétract de son 1-voisinage (voir la définition 4.2). On verra que, le
long d’une suite de revétements cycliques, ce volume croit linéairement avec le volume
hyperbolique (cf. exemple 6.2). D’un autre coté, on déduit du théoréme 8.1 et de la
proposition 0.1 le théoréme suivant.

THEOREME 0.2. — Soient M une variété hyperbolique compacte de dimension d > 3
et (M,) une suite de revétements de congruence. Le volume de 'image d’un plongement
M, — R" d’épaisseur de rétraction au moins 1 est, a une constante multiplicative ne
dépendant que de n et d pres, supérieur a Vol(Mq)%.

A volume égal un revétement de congruence est donc bien topologiquement plus
complexe — en tout cas plus difficile & plonger — qu’un revétement cyclique. Le com-
portement de la constante de Cheeger les distingue et le théoréme 8.1 est un reflet
topologique de la difficulté & plonger des graphes expanseurs « épaissis » dans un espace
euclidien. On peut ainsi penser aux revétements de congruence comme a des « expan-
seurs topologiques ». Et, avant d’énoncer et de démontrer le théoréme 8.1, on papillonne
a travers quelques résultats « d’expansion » qui ont guidé Gromov et Guth. Une étape
cruciale est la proposition 7.1. On conclut ce survol par une autre application de cette
proposition : I'existence de classes d’isotopie de nceuds dans R3? qui nécessitent une
distorsion arbitrairement grande. Gromov et Guth retrouvent ainsi un théoréme récent

de Pardon [40].

1. CONSTANTE DE CHEEGER ET TOPOLOGIE DES 3-VARIETES

On sait depuis les années 1970 et les travaux de Mostow que le volume d’une variété
hyperbolique compacte de dimension d > 3 est un invariant topologique. Pour ce qui
concerne les variétés de dimension 3, un invariant bien plus subtil que le volume est le
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genre de Heegaard : une variété M compacte de dimension 3 peut étre décomposée, par
exemple en épaississant le 1-squelette d’une triangulation de M, en la réunion de deux
corps en anses de bord commun une surface fermée, appelée surface de Heegaard. Le
genre minimal d’une surface de Heegaard est appelé genre de Heegaard de M et noté
g(M).

Un théoréme remarquable de Bachman, Cooper et White [3] affirme que si M est
une variété hyperbolique de dimension 3 de rayon interne R(M), alors le genre de
Heegaard de M est essentiellement minoré par le volume d’une boule hyperbolique de
rayon R(M) :

3) g(M) > & cosh(R(M)).

Une variété métriquement proche de l'espace hyperbolique Hj est donc topologique-
ment compliquée ; ¢’est en particulier le cas des variétés hyperboliques qui convergent,
« au sens de Benjamini-Schramm » (voir [1]), vers Hs. Dans le cas des revétements de
congruence, on peut quantifier cela : si I' est un réseau dans SOy(3, 1), il découle par
exemple de [1, Thm. 1.12| qu'’il existe une constante positive f = B(I") telle que pour
tout sous-groupe de congruence I'y C I' le rayon interne de I'j)\Hj soit supérieur a
Blogvol(I';\Hjs). On déduit alors de (3) que le genre de Heegaard de I',\Hj est minoré
par svol(I'y\Hj3)”.

Compte tenu de la proposition 0.1, la considération de la constante de Cheeger permet
de montrer mieux. Marc Lackenby [31, Theorem 4.1| prouve en effet que si M est une
variété hyperbolique compacte de dimension 3, alors :

(4) 9(M) > h(M)vol(M).

Schéma de démonstration. — Une surface de Heegaard de genre g détermine un « ba-
layage » de M par une famille de surfaces de genre g allant de I’ame du premier corps
en anses a I’ame du second. Dans un tel balayage il y a une surface d’aire maximale. On
appelle minimax la valeur minimale d’un tel maximum. Les travaux de Pitts et Rubin-
stein [42] impliquent que ce minimax peut étre réalisé par une surface minimale (d’aire
maximale dans un balayage de M). Puisque, d’aprés le théoréme de Gauss-Bonnet, une
surface minimale est d’aire majorée par 2x fois sa caractéristique d’Euler, on obtient
que toute surface du balayage est d’aire majorée par 47w (g — 1). Finalement il existe une
surface S de ce balayage qui partage M en deux morceaux de méme volume et, par
définition de la constante de Cheeger, on obtient comme annoncé :
aire(.9) 87y
MM) S Aol (31) S vol(M)

]

Remarque 1.1. — En dimension 2, le volume détermine complétement la topologie de
la variété. On dispose toutefois d’un analogue de (4), mais cette fois I'invariant que 'on
relie & la constante de Cheeger, est un invariant conforme. Une surface de Riemann
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compacte X de genre g peut toujours étre réalisée comme revétement ramifié de la
sphére de Riemann de degré au plus g + 1. La gonalité d(X) de X est le degré minimal
d’une telle réalisation. C’est un invariant bien plus subtil que le genre. On peut montrer,
voir [52, 51, 2|, que si X = I'\H; est une surface (ou un orbifold) d’aire finie, alors

1 , |
d(X) > Eh(X) aire(X).

Cette minoration a des conséquences arithmétiques intéressantes. Le théoréeme de Fal-
tings [19] sur les points rationnels d'une variété abélienne permet en effet de montrer
qu’'une courbe de gonalité suffisamment grande ne contient qu’un nombre fini de points
rationnels dont les coordonnées appartiennent a une réunion de corps de nombres de
degrés bornés. Appliqué aux revétements de congruence Xo(NV) de la surface modulaire
et a un degré D, ce théoreme implique que pour N > 230D, ’ensemble des points de
Xo(NN) dont les coordonnées appartiennent a la réunion de tous les corps de nombres de
degré au plus D est fini. Des travaux récents d’Ellenberg, Hall et Kowalski [16], parus
dans le méme volume que l'article de Gromov et Guth, appliquent une idée similaire a
I’étude d'un probléme diophantien sur une tour de courbes.

La démonstration esquissée ci-dessus de l'inégalité (4) suggere plus qu’une minoration
du genre de Heegaard de M : toute application lisse générique F' : M — R doit avoir
une fibre compliquée. C’est précisément ce que montre Gromov [24, §6.2] lorsque M est
de dimension 3. Alors, il existe une constante universelle C' > 0 telle que la somme des
nombres de Betti de 'une des fibres de F' soit supérieure a Fh(M)vol(M).

Appliquée a une suite (M,) de revétements de congruence, cette inégalité rappelle
une inégalité analogue pour les graphes expanseurs que l'on détaille dans le paragraphe
suivant.

2. GRAPHES EXPANSEURS ET THEOREME DE KOLMOGOROV
ET BARZDIN

Etant donné un graphe fini connexe X = X (V, E) k-régulier, c’est-a-dire de valence
constante égale a k, avec un ensemble V' de sommets et un ensemble F d’arétes, on
définit la constante de Cheeger de X par :

h(X) = inf 104]
acv, jaj<iivi |A]
ol A désigne le sous-ensemble de E constitué des arétes qui relient un sommet dans A
a un sommet appartenant au complémentaire de A dans V.

On dit d’un graphe fini X = X (V| E) que c’est un a-expanseur si sa constante de
Cheeger h(X) est supérieure ou égale & «. La notion n’est intéressante que si l'on
considére une famille infinie de graphes. En pratique, on fixe k et « et on cherche une
famille dont le nombre de sommets tend vers I'infini. On parlera alors du cardinal |V|
de I’ensemble des sommets comme de la taille de X.
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L’existence de (familles de) graphes expanseurs est a la fois relativement élémentaire
a démontrer et surprenante. Elle est élémentaire car si 'on fixe & > 5, un simple
argument de comptage montre que si I’on note py la proportion, parmi tous les graphes
k-réguliers sur N sommets, de ceux qui sont des %—expanseurs7 alors py tend vers 1
lorsque N tend l'infini, voir Pinsker [41]. Elle est toutefois surprenante car en pratique
il est redoutablement difficile de construire des familles explicites de graphes expanseurs.
Le premier & y étre parvenu est Margulis [36] en exploitant la propriété (T) de Kazhdan
issue de la théorie des représentations des groupes de Lie semi-simples. Les graphes de
Cayley des groupes finis I'/T';, ou I' et I'; sont comme dans la proposition 0.1, fournissent
une variante de cette construction. La propriété (T) y est remplacée par la minoration
uniforme de la constante de Cheeger des quotients I',\H,.

Comme en témoigne réguliérement ce séminaire [49, 22, 30|, on trouve des graphes
expanseurs dans des domaines variés des mathématiques. Lubotzky leur a consacré un
beau livre [34] et, plus récemment, un article [35] qui présente de nombreuses applica-
tions des graphes expanseurs a 'informatique, la géométrie ou la théorie des nombres.
C’est a leur lien avec des questions topologiques que I'on s’intéresse principalement ici.
Le point de départ consiste a remarquer que si un graphe fini X est un a-expanseur de
taille IV, alors toute application F': X — R posséde une fibre qui rencontre au moins
%aN arétes différentes.

C’est cette propriété que Kolmogorov et Barzdin [28] exploitent, dés 1967. ) Motivés
par I’étude de la maniére dont sont plongés les réseaux neuronaux dans nos cerveaux,
Kolmogorov et Barzdin considérent des graphes « épaissis » dans R?. Un plongement
I : X — R" d'un graphe fini X dans R" est d’épaisseur au moins T si les images
par I de deux sommets de X, de deux arétes non adjacentes de X, ou d’un sommet et
d’une aréte non incidente a ce sommet dans X sont & distance au moins 7" dans R".
Le concept de graphe expanseur intervient alors implicitement lorsqu’ils minorent le
volume occupé dans l'espace R? par le 1-voisinage de tout plongement 1-épais dun
graphe combinatoire « aléatoire ». En termes de graphes expanseurs, ils démontrent
essentiellement la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1. — Soient k et n deux entiers supérieurs ou égauxr a 3. Il existe
une constante strictement positive C' = C(k,n) telle que si X est un graphe fini de
taille N, régulier de valence k et de constante de Cheeger h, alors pour tout plongement
I : X — R" d’épaisseur au moins T, le volume du 1-voisinage de I(X) dans R™ est
supérieur ou €gal @ %T”h%]\fﬁ.

Démonstration. — On peut supposer T = 1. On considére donc un plongement de
X dans R"™ d’épaisseur au moins 1 et on note X* le 1-voisinage de son image. Le
théoréme de découpage de Falconer [18], que 'on démontre dans le paragraphe suivant,
implique qu’il existe une famille d’hyperplans paralléles de R™ dont chacun coupe X+

1. En 1967 la notion de graphe expanseur n’est pas encore dégagée, ils voient donc cette propriété
comme vérifiée par une famille de graphes k-réguliers aléatoires.
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n—

selon une « tranche » de (n — 1)-volume au plus C(n)volgu (X +) ", ot C(n) est une
constante strictement positive qui ne dépend que de n. Ces tranches sont les fibres d’une
application F' : Xt — R. Par la propriété d’expansion, I'une de ces fibres rencontre au
moins %hN arétes différentes. Mais le nombre d’arétes adjacentes & un méme sommet
est majoré par k. La fibre considérée rencontre donc au moins k‘*léhN arétes deux a
deux non adjacentes. De sorte que la tranche contient au moins kfléhN boules unités
(de dimension n — 1) disjointes. On en conclut que

. 1
C(n)volgua (X )5 > kT SAN.
O

Il découle de la proposition 2.1 que pour tout entier k£ > 5, il existe une constante
strictement positive ¢ = c(k) telle que si X est un graphe aléatoire de valence k et de
taille IV, alors la probabilité py qu’il existe un plongement 1-épais de X dans une boule
de I’espace R? de rayon c¢N'/? tend vers 0 avec N.

Dans la direction opposée Kolmogorov et Barzdin montrent que pour tout entier
k > 3, il existe une constante C' = C(k) telle que tout graphe fini de valence inférieure

a k et de taille N puisse étre plongé avec épaisseur au moins 1 dans une boule de rayon
CN'Y? dans R?.

Esquisse de démonstration. — On commence par se ramener au cas ou k = 3. Partant
d’'un graphe fini de valence inférieure a k et de taille N, les deux étapes suivantes
aboutissent a un graphe fini de valence inférieure a 3 et de taille inférieure a (3k+1)N :

1. On ajoute un sommet au milieu de chaque aréte.

2. En chaque « ancien » sommet (de valence k donc) on fait subir au graphe la
manipulation que représente la figure 2.

F1GURE 2. Réduction a un graphe de valence 3

La premiére étape ajoute kN nouveaux sommets. La deuxiéme ajoute quant & elle

au plus
[logs k]+1

Z 21 < 2k
=1
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sommets & chaque ancien sommet. A I'issue de ces deux étapes, le nouveau graphe est
de valence inférieure a 3 et de taille inférieure & (3k + 1)N. Puisque tout plongement
1-épais du nouveau graphe induit un plongement 1-épais du graphe de départ, on est
réduit & considérer un graphe de valence inférieure a 3.

Dans la suite on supposera pour simplifier qu’il est possible d’orienter le graphe que
I’on cherche a plonger, de sorte que chaque sommet soit l'origine d’exactement une
aréte. On fixe une telle orientation et on suppose en outre que la taille N du graphe est
un carré : N = n?. L’idée de Kolmogorov et Barzdin consiste a répartir aléatoirement
les n? sommets du graphe sur la grille des points de coordonnées (4i + 2,275,0) (i,7 =
0,1,...,n — 1), dans le plan {z = 0} de R3. 1l s’agit alors d’exploiter la dimension
verticale pour ajouter les arétes. La figure 3 représente la maniére dont on ajoute une
aréte orientée entre deux points v et w de la grille horizontale. L’aréte est représentée
par une courbe polygonale qui dépend encore du choix d’un parameétre « vertical » ¢
a effectuer parmi les entiers 1,...,4n. Il n’est pas difficile de vérifier que si v et v/
sont deux sommets de la grille horizontale d’abscisses distinctes et si w et w’ sont deux
sommets d’ordonnées distinctes, indépendamment du choix des paramétres verticaux,
deux courbes polygonales, comme représentées sur la figure 3, et allant respectivement
de v & w et de v a w’ sont disjointes et méme distantes d’au moins 1. Dans les 4n cas
ol soit v et v’ ont méme abscisse, soit w et w’ ont méme ordonnée, on dispose des
parameétres verticaux. Au final on parvient ainsi & construire un plongement 1-épais du
graphe dans le parallélépipede rectangle de cotés 4n, 2n et 8n.

0,0,8n)

~J(4n,0,0)

FIGURE 3. Image d’une aréte
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3. UN APARTE : LE THEOREME DE DECOUPAGE DE FALCONER

THEOREME 3.1. — Soit U un ouvert borné dans R"™ et soit k un entier strictement
supérieur a n/2. Il existe alors une famille de k-plans paralléles dans R"™ dont chacun
coupe U selon une « tranche » de k-volume au plus C(n)volgaa(U)=, ot C(n) est une
constante strictement positive qui ne dépend que de n.

Démonstration dans le cas k =2, n = 3. — On suit [26, Appendix|. On commence par
supposer que U est de volume égal & 1. On note f la fonction caractéristique de U et
f(@, r) la valeur de la transformée de Fourier de f en le point de coordonnées polaires
(r,0) € R x S%. Un tel point détermine un plan II(r,6) C R3, le plan perpendiculaire &
la direction € et a distance (algébrique) r de 0. Une direction 6 étant fixée on notera Fy
la fonction qui & un réel r associe la moyenne de f sur le plan II(r, #). La démonstration
du théoréme repose alors essentiellement sur I’observation suivante :

LEMME 3.2. — Soit § € S? une direction fixée. La transformée de Fourier de la fonction
Fy est donnée par :

Fy(€) = f(0,¢).

Démonstration. — La conclusion étant invariante par rotation on peut supposer § =
(0,0,1). Alors Fy(z) = [ f(x,y, z)dzdy et on calcule :

Fy(e) = /R Fy()e2m

f .y, z)e OO0 dudyd,
R3

= (0,¢).
O

On veut borner la norme infinie de Fy pour un certaine direction 6. Pour cela, on
étudie Fy et donc f. Or, le volume de U étant supposé égal a 1, on a ||f|ls = 1. La
formule de Plancherel implique donc que ||f||2 = 1 soit

+oo
/ / | f(0,7)]*r?drdd = 1.
s2.Jo

L’aire totale de la sphére unité S? étant égale & 4, il doit donc exister une direction
0y € S? telle que

(5) /R \f(@o,r)|2r2dr < %

Combiné au fait que, puisque ||f||; = 1, la norme sup de fest inférieure a 1, on déduit
de l'inégalité (5) et du lemme 3.2 que

/R (621 + [€P)de < 5.
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On peut alors utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour majorer la norme L' de 1390 :

G ( /| |ﬁeo<s>|2<1+|5|2>2d§)1/2 ( / <1+|5|2>—2d5)1/2<m.

Et il découle finalement du théoréme d’inversion de Fourier que ||Fp,||oo < ||Z/7\90||1 <
v/10. Autrement dit, pour tout réel r, la moyenne de f sur le plan I1(r, 6) est inférieure
a v/10. Ce qui conclut la démonstration dans le cas k =2, n = 3.

Le cas général k > n/2 est seulement légérement plus compliqué. L'usage des co-
ordonnées polaires est remplacé par une moyenne sur la variété grassmannienne des
k-plans de R"™ et a la place de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on utilise I'inégalité de
Holder. O

Remarque 3.3. — Le théoréme 3.1 est faux pour £ = 1 comme le suggere la figure 4,
représentation schématique d’un ensemble de Besicovitch [6]. On trouvera dans Uarticle
[7] une introduction élémentaire et bien plus détaillée & ces ensembles et a leur relation
avec le probléme de l'aiguille de Kakeya. Besicovitch construit en effet plus précisément
un sous-ensemble, de mesure aussi petite que ’on veut, qui non seulement contient un
segment de droite de longueur 1 dans chaque direction mais a I'intérieur duquel un tel
segment peut méme étre tourné contintiment d’un tour complet.

FIGURE 4. Représentation schématique d’un ensemble de Besicovich, d’apreés
V. Borelli et J.-L. Riviére

4. PLONGEMENT DE COMPLEXES DE DIMENSION SUPERIEURE

4.1. Une conjecture

Pour résumer les travaux de Kolmogorov et Barzdin : les graphes expanseurs sont les
graphes finis les plus difficiles a plonger dans ’espace euclidien.

Il est naturel de se demander ce qu’il en est des variétés ou des complexes simpli-
ciaux de dimension supérieure. Etant donné un complexe simplicial X de dimension k,
Gromov et Guth appellent plongement d’épaisseur combinatoire au moins T tout plon-
gement [ : X — R" tel que pour tout couple (A1, Ay) de simplexes non adjacents de X
la distance entre I(A1) et 1(Asg) est supérieure a T'. Ils proposent alors la généralisation
conjecturale suivante du résultat de Kolmogorov et Barzdin.



1132-11

CONJECTURE 4.1. — Soient n, k et L des entiers positifs avec n > 2k + 1. Il existe
une constante C' = C(n, L) telle que pour tout complexe simplicial X de dimension k,
constitué de N simplexes et dont chaque sommet appartient a au plus L simplexes, il
existe un plongement 1-épais I : X — R™ dont l'image est contenue dans une boule de
rayon inférieur a CN#F,

Lorsque £ = 1 on retrouve I’énoncé de Kolmogorov et Barzdin dont on a esquissé la
démonstration, et lorsque £ = 0 la conjecture est facile a vérifier. En général Gromov
et Guth parviennent & vérifier cette conjecture a un facteur polynomial en log N pres.
Leur démonstration consiste a envoyer aléatoirement chaque sommet de X dans une
boule fixée. Ils étendent alors linéairement cette application sur chaque simplexe. Sous
I’hypothése n > 2k + 1, I'application obtenue est presque stirement un plongement mais
obtenir un plongement 1-épais requiert que le rayon de la boule soit au moins de 'ordre
de N2, Gromov et Guth parviennent & un meilleur résultat en courbant les simplexes
a une plus petite échelle (a I’échelle 1 dans une boule de rayon N ﬁ)

4.2. La conjecture 4.1 est-elle optimale ?

Par analogie avec la propriété fondamentale des graphes expanseurs il est naturel,
pour répondre a cette question, d’introduire la notion de largeur combinatoire : un com-
plexe simplicial X de dimension k est de largeur combinatoire au moins W si toute ap-
plication continue F': X — R” posséde une fibre qui rencontre au moins W k-simplexes
fermés de X.

En reprenant la démonstration de la proposition 2.1 Gromov et Guth montrent que
si X est un complexe simplicial de dimension k a géométrie locale bornée et de largeur
combinatoire au moins W alors pour tout plongement 1-épais [ : X — R", le volume
du 1-voisinage de I(X) dans R" est, & une constante multiplicative prés, supérieur a
W%,

Cela souléve la question de 'existence d’une suite (X;) de complexes simpliciaux de di-
mension k, de géométrie locale uniformément bornée, dont le nombre N; de k-simplexes
tend vers l'infini avec ¢ et dont la largeur combinatoire reste supérieure a a/N; pour
une certaine constante strictement positive o indépendante de i. De telles suites de
complexes ont récemment été construites par Kaufman, Kazhdan et Lubotzky [29] en
dimension 2, et par Evra et Kaufman [17] en général. Ces suites méritent le nom de
« complexes expanseurs ». Et il découle de I'existence de ces suites que 'exposant ﬁ
dans la conjecture 4.1 est optimal.

4.3. Une épaisseur topologique

La notion d’épaisseur combinatoire est... combinatoire. Gromov et Guth proposent
une maniére plus topologique de prolonger les travaux de Kolmogorov et Barzdin a
travers la notion d’épaisseur de rétraction :

DEFINITION 4.2. — Soit X un CW-compleze plongé dans R™. On dit que X est d’épais-
seur de rétraction au moins T s’il est un rétract de son T-voisinage.
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A premiére vue, épaisseur combinatoire et épaisseur de rétraction semblent deux
notions assez proches. Mais, comme le remarquent Gromov et Guth, ce sont en fait deux
notions assez différentes. En effet, deux graphes finis dont les nombres de Betti sont les
méme sont homotopes. L’épaisseur de rétraction ne permet donc pas de distinguer un
graphe expanseur d’une grille de méme taille.

D’un autre coté ’épaisseur de rétraction donne lieu & une notion de complexité topo-
logique intéressante : le volume minimal du 1-voisinage de l'image d’un plongement
d’épaisseur de rétraction au moins 1. Dans les paragraphes qui suivent, on relie d’abord
cette notion aux groupes d’homologie de X puis, lorsque X est une variété hyperbolique,
a son volume. Enfin, dans le paragraphe 8, on relie, toujours dans le cas des variétés
hyperboliques, cette complexité topologique au volume hyperbolique et & la constante
de Cheeger.

5. EPAISSEUR DE RETRACTION ET HOMOLOGIE

Soit X un CW-complexe plongé dans R"™ avec épaisseur de rétraction au moins 1.
Le volume V' du 1-voisinage de X mesure la complexité géométrique du plongement. Il
controle certains aspects de la complexité homotopique de X. La proposition suivante
montre en particulier que V' contraint les groupes d’homologie de X.

PROPOSITION 5.1. — 1[I existe une constante C = C(n) telle que si X est un CW-
complexe plongé dans R™ avec épaisseur de rétraction au moins 1 et si V désigne le
volume du 1-voisinage de X dans R, alors on a :

rang H.(X) < CV et log |H (X )tors| < CV.

Démonstration. — On note Nr(X) le T-voisinage de X dans R™. Soit py, py, ... un en-
semble maximal de points (1/2)-séparés dans Ny 2(X). Les boules B(p;, 1/2) recouvrent
Ny /9(X); soit U leur réunion et soit N le complexe simplicial fini obtenu en formant le
nerf du bon recouvrement de U par les boules B(p;, 1/2).

Les boules B(p;,1/4) sont disjointes et contenues dans N;(X). On en déduit deux
choses :

1. Il existe une constante ¢; = ¢;(n) telle que le nombre de points p; soit borné par
01V.

2. 11 existe une constante co = co(n) telle que le nombre de boules B(p;, 1/2) conte-
nant un méme point soit borné par c,.

Il s’en suit que le complexe simplicial N est fini et qu’il existe, plus précisément, une
constante C' = C(n) telle que N contienne au plus C'V simplexes.

Maintenant X C U C N;(X) et, par définition de I’épaisseur de rétraction, 'ouvert U
se rétracte sur X. Les groupes d’homologie de X s’injectent donc dans les groupes
d’homologie de U, ou de maniére équivalente, dans ceux de N. Il est immédiat que le
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rang de H.(N) est majoré par le nombre de simplexes de N. Pour majorer la taille de
la partie de torsion de H,(X) on utilise le lemme suivant, attribué a Gabber dans [47].

LEMME 5.2. — Soient A = Z® de base canonique (€;)i=1.. o ¢t B = Z® avec B®@ R
muni du produit scalaire canonique. Soit f : A — B une application Z-linéaire. Alors,
on a :

| (coker f)iors| < (max ||f (e;)|[) ™).

Chaque groupe d’homologie Hy(N) est contenu dans le conoyau de 'application bord
O : Cr11 — C) du complexe des chaines simpliciales de N. Puisque ’application bord
applique chaque (k+ 1)-simplexe sur une somme de k+2 éléments de la base canonique
de C}, on obtient que

[ Hie(N)tors| < (K + 2>CV-

O
Exemple 5.3. — Soit ¥ une surface fermée de genre g. Pour tout n > 3, on peut

plonger > dans un cylindre de dimension n de rayon 10 et de longueur 10g de sorte que
I’épaisseur de rétraction de ce plongement soit au moins 2, voir figure 5.

FIGURE 5. Surface dans un cylindre

Ce cylindre B,,_1(10) x [0, 10g] peut & son tour étre plongé de maniére bi-Lipschitzienne
(pour une certaine constante, indépendante de g) dans une boule B,,(R) de dimension n,
otl (4 une constante prés) R est de ordre de g'/™, cf. figure 6.

FI1GURE 6. Un long cylindre plongé dans une boite



1132-14

On en conclut que ¥ peut étre plongée, avec épaisseur de rétraction au moins 1, dans
une boule B, (R), ot R est de l'ordre de g'/™. Puisque H,(X) est de rang 2g, ce rayon
ne peut pas étre amélioré.

6. EPAISSEUR DE RETRACTION ET VOLUME HYPERBOLIQUE

L’aire d’une surface hyperbolique de genre g est égale a 4w(g — 1). La proposition 5.1
implique donc que si X est plongée dans R™ avec épaisseur de rétraction au moins 1, le
volume V' du 1-voisinage de X dans R" est supérieur ou égal a ’aire hyperbolique de
(n’importe quelle structure hyperbolique sur) X. La proposition suivante montre que
c’est un trait général des variétés hyperboliques.

PROPOSITION 6.1. — 1[I existe une constante strictement positive C = C(n,d) telle
que si M est une variété hyperbolique compacte de dimension d plongée dans R™ avec
épaisseur de rétraction au moins 1 et si V désigne le volume du 1-voisinage de M
dans R"™, alors on a :

V> %VO](M).

Démonstration. — La norme simpliciale (sur Z/2Z) d’une classe d’homologie h désigne
le nombre minimal de simplexes singuliers requis pour écrire un cycle (singulier a coef-
ficients dans Z/2Z) représentant h. On note ||h||a la norme simpliciale de h.

Si I'espace ambiant est une variété hyperbolique M, il découle des travaux de Milnor
et Thurston [38] que, quitte & homotoper un cycle représentant h, on peut supposer
que chacun des simplexes singuliers de ce cycle a pour image un simplexe géodésique
dans M. On en déduit en particulier qu’il existe une constante strictement positive
¢ = c(d) telle que si M est une variété hyperbolique compacte de dimension d la norme
simpliciale |[[M]||a de sa classe fondamentale est supérieure ou égale a cvol(M).

Maintenant, la démonstration de la proposition 5.1 associe a la variété M un bon
recouvrement d’un voisinage U de M dans R" dont le nerf N est un complexe simpli-
cial formé d’au plus C'V simplexes. Soit ® : U — N une application subordonnée au
recouvrement ; elle admet une inverse homotopique ¥ : N — U. Puisque par ailleurs
I'ouvert U se rétracte sur M, I'application identité M — M se factorise, & homotopie
pres, par I'application M — N obtenue en restreignant ® & M. Il s’en suit que 'appli-
cation induite en homologie ®, : H,(M) — H,(N) préserve les normes simpliciales de
M et N. On conclut que la norme ||[[M]||a = ||®.([M])||a est majorée par le nombre
de simplexes de N et donc que

evol(M) < [[[M][[a = [|2.([M])][a < CV.
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Il découle de la proposition 6.1 que si M est une variété hyperbolique compacte
plongée dans une boule B,(R) avec épaisseur de rétraction au moins 1 alors, & une
constante multiplicative ne dépendant que de n et de la dimension de M prés, le rayon R

1/n

est supérieur a vol(M)'/™. La puissance est optimale pour les revétements cycliques

(Exemple 1 de l'introduction) :

Ezxemple 6.2. — Soit M une variété hyperbolique compacte de dimension d telle qu’il
existe un morphisme surjectif m (M) — Z. On peut alors former la suite des revétements
cycliques M; — M de degré ¢ > 1. Le volume de M; croit linéairement avec . Mais, si
n > 2d + 1, on peut plonger M;, avec épaisseur de rétraction au moins 1, dans un tore
solide S1(L) x B,,_1(r) avec r majoré indépendamment de i et L de l'ordre de i. Or,
par un procédé analogue a celui représenté figure 6, ce tore solide peut a son tour étre
plongé de maniére bi-Lipschitzienne (pour une certaine constante, indépendante de )
dans une boule B, (R), ot (& une constante universelle prés) R est de l'ordre de i'/™.
La variété M; peut donc étre plongée avec épaisseur de rétraction au moins 1 dans une
boule B,(R), oi R est de I'ordre de vol(M;)'/™.

Toutefois, en général, I'inégalité donnée par la proposition 6.1 n’est pas optimale.
L’exemple suivant, particulier a la dimension 3, montre méme qu’on est trés loin du
compte.

Ezemple 6.3. — Dans [24] Gromov construit une suite infinie de 3-variétés compactes de
courbure négative pincée, deux a deux non homéomorphes, et pourtant de volumes bor-
nés. La chirurgie de Dehn hyperbolique de Thurston [48] permet en fait de construire
une telle suite constituée uniquement de variétés hyperboliques. Par ce méme pro-
cédé, Bader, Gelander et Sauer [4, Theorem 1.7| construisent une suite (M,), premier de€
3-variétés hyperboliques deux a deux non homotopes et vérifiant

— vol(M,) < 2.03

- HI(MPJZ) = Z/pZ
En faisant tendre p vers l'infini, on déduit de la proposition 5.1 que le volume minimal
du 1-voisinage de I'image d’un plongement d’épaisseur de rétraction au moins 1 d’une
3-variété hyperbolique de volume borné peut étre arbitrairement grand.

La construction de la suite de I’exemple 6.3 est propre & la dimension 3, un théoréeme
de Wang [50] affirme en effet que si d est un entier strictement supérieur a 3 il n’existe
qu'un nombre fini de variétés hyperboliques de dimension d dont le volume est inférieur
a une constante donnée. Une conjecture de Gelander [21] affirme méme que si d est
strictement supérieur a 3, il existe des constantes a = a(d) et 8 = [(d) telles que toute
variété hyperbolique M de dimension d a le type d’homotopie d'un complexe simplicial
constitué d’au plus avol(M) simplexes et dont chaque sommet appartient & au plus 3
simplexes. Lorsque d = 3 Gelander conjecture que c’est encore le cas pour les variétés
hyperboliques arithmétiques et cela vient d’étre vérifié par Fraczyk [20].
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D’un autre coté, en adaptant leur approche vers la conjecture 4.1, Gromov et Guth
parviennent & plonger un complexe simplicial de géométrie bornée en controlant I’épais-
seur de rétraction, voir [25, Theorem 3.1].

En mettant bout a bout ces résultats on obtient, dans le cas des variétés hyperbo-
liques, le théoréme suivant.

THEOREME 6.4. — Soient d et n deuzr entiers naturels avec n > 2d + 1 et soit €
un réel strictement positif. 1l existe une constante C' = C(n,¢) telle que toute variété
hyperbolique compacte, ou bien arithmétique de dimension d = 3, ou bien de dimension
d quelconque mais vérifiant la conjecture de Gelander, est homotopiquement équivalente
a un complexe simplicial plongé, avec épaisseur de rétraction au moins 1, dans une boule

Bn(R) C R", avec R < Cwol(M)wa*e.

L’exposant ﬁ n’est certainement pas optimal, il ne ’est en tout cas pas lorsque
1

d = 2 puisque, dans ce cas, on peut prendre - pour exposant. Il n’est méme pas
évident de conjecturer I’exposant optimal. Dans le paragraphe 8 on montre en tout cas
que pour d supérieur a 3 et pour les variétés hyperboliques de congruence I'exposant
% n’est pas suffisant pour plonger la variété elle-méme. Pour cela on commence par
démontrer un analogue topologique de la propriété d’expansion utilisée dans la preuve

de la proposition 2.1.

7. EXPANSION TOPOLOGIQUE

On l'a dit, Gromov [24, §6.2] montre qu’il existe une constante C' strictement positive
telle que pour toute variété hyperbolique M compacte de dimension 3 et pour toute
application lisse générique F' : M — R, la somme des nombres de Betti d’au moins
une fibre de F' est supérieure & Zh(M)vol(M). L’analogue de ce théoréme en dimension
plus grande n’est pas connu, on peut toutefois isoler du travail de Gromov et Guth
un résultat de méme esprit, valable en toute dimension d > 3, qui fait 'objet de ce
paragraphe.

Soit M une variété hyperbolique compacte de dimension d. On appelle approximation
simpliciale de M la donnée d’un complexe simplicial fini K de dimension d (que I'on
confondra avec sa réalisation topologique) et de deux applications continues ¢ : M — K
et ¥ : K — M telles que ¥ o & soit homotope a l'identité. En particulier, toute
triangulation de M est une approximation simpliciale de M.

On appelle arboration de M la donnée d’une application continue p de M vers un
arbre T' telle que pour toute aréte a de T, I'adhérence M, de la préimage par p de
I'intérieur de a soit une sous-variété compacte a bord lisse par morceaux dans M.

On dira quune arboration (M,),cpa) de M est compatible avec une approximation
simpliciale (K, ®, V) s’il existe une application continue 7 : K — T qui envoie chaque
simplexe de K dans un simplexe de T et vérifie :
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FIGURE 7. Arboration d’une surface

1. pour tout sommet s de T', 'application ® envoie la préimage p~(s) dans le sous-
complexe 77 !(s) C K,

2. pour toute aréte a de T, 'application ® envoie M, dans le sous-complexe K, =
7 1(a) de K, et

3. 'application ® envoie le bord de M, dans le (d — 1)-squelette de K.

PROPOSITION 7.1. — Soit d un entier supérieur ou égal a 3 et soit T un arbre de
valence uniformément bornée par une constante v. Il existe une constante strictement
positive C' = C(v,d) telle que pour toute variété hyperbolique compacte M de dimen-
sion d, si (K, ®, V) est une approximation simpliciale de M et (M,),cra) une arboration
compatible de M, alors :

sup |K,| > lh(M)Vol(M).
acT® C
Démonstration. — On fixe M, K et w. Soit A une constante telle que pour toute aréte a
de T la préimage 7~ *(a) contienne au plus A simplexes.

D’aprés Milnor et Thurston [38|, quitte & homotoper ¥, on peut supposer que W envoie
chaque k-simplexe de K sur un k-simplexe géodésique (peut-étre dégénéré) dans M. 11
existe en particulier une constante ¢ ne dépendant que de la dimension d telle que pour
tout k > 2 et pour tout k-simplexe A de K, I'image W(A) soit de k-volume inférieur
ac.

Chaque M, est une sous-variété compacte a bord lisse par morceaux dans M. On
pensera aux M, et & M comme a des d-chaines singuliéres a coefficients dans Z /27,
on a alors M =) M,. (Puisque M est compacte et p continue, la somme ) M, est
finie.)

La variété M étant fermée, elle représente un cycle (toujours a coefficients dans
Z/27). Par contre les chaines M, peuvent avoir du bord : soient s; et ss les deux
sommets de 'aréte a. Puisque l'on travaille a coefficients dans Z/2Z, on a : OM, =
Zo(51) + Za(s2), o0 Z,(s;) désigne le (d —1)-cycle, & coefficients dans Z/2Z, correspon-
dant a la partie du bord de M, contenue dans la préimage p~(s;).
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Puisque M est un cycle, le bord de la chaine ) M, est nul. Mais la partie de ce
bord contenue dans la préimage d’'un sommet s de 7" par I’application p est exactement
Y sca Za(s). Pour tout sommet s de 7" on a donc ) Zy(s) = 0.

a:sca ~a

Par ailleurs 7' étant un arbre, chaque cycle Z,(s) est en fait un bord. En effet, la
préimage par p de la composante de T'— {s} qui contient a définit une d-chaine dont le
bord est précisément Z,(s).

On définit maintenant M/ comme la d-chaine singuliére, a coefficients dans Z/27Z,
dans K donnée par ®(M,); elle est contenue dans K,. De la méme maniére on définit
Z!(sj) comme la (d — 1)-chaine singuliére & coefficients dans Z/27Z dans K donnée par
®(Z4(s5)); elle est contenue dans lintersection K,(s;) des sous-complexes 7 !(s;) et
K, dans K. C’est un cycle et méme un bord.

On note M, et Z,(s) les images respectives des chaines singuliéres M/ et Z'(s) —
toutes les deux contenues dans K, — par 'application W. Par définition de A le sous-
complexe K, contient au plus A simplexes. Mais I’application ¥ envoie chacun de ces
simplexes sur un simplexe géodésique. On en déduit que M, est de volume majoré par
cA et que Z4(s) est de (d — 1)-volume majoré par cA.

Par définition d’une approximation simpliciale, ’application ¥ o & est homotope a
l'identité. En particulier, dans Hy(M,Z/2Z) on a : (Vo ®).([M]) = [M]. De plus
chaque Z,(s) est trivial dans Hy_1(M,Z/2Z). Par définition de la constante de Cheeger
h = h(M) on en déduit que Z,(s) borde une d-chaine Y ,(s) de volume

volg(Ya(s)) < htvolg_1(Z4(s)) < h'cA.

On peut alors décomposer la classe fondamentale [M] en une somme de cycles :

)= [T - [z (m . zm) D) ( S m)]

sea a: sea

ol chaque terme entre parenthéses est un cycle puisque 9Y,(s) = Z,(s) et que
> scaZa(s) = 0. L'un de ces cycles doit étre non trivial dans Hy(M,Z/2Z) et donc
représenter un multiple non nul de la classe fondamentale. Le volume d’un tel cycle
est nécessairement supérieur ou égal a vol(M). Mais chaque terme entre parenthéses a
un volume borné par cA + 2h~'cA + vh~'cA. Puisque la constante de Cheeger d’une
variété hyperbolique compacte est uniformément majorée par une constante H (cf.

(1)), on conclut que
vol(M) < ch™ HA +2h™'cA+vh'cA=Ch'A

avec C' = ¢(H + 2 + v). Ce qui termine la démonstration de la proposition. ]
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8. EPAISSEUR DE RETRACTION DES VARIETES
HYPERBOLIQUES DE CONGRUENCE

En remplacant les graphes expanseurs par l’expansion topologique de la proposi-
tion 7.1 dans la démonstration de la proposition 2.1 « de Kolmogorov-Barzdin », on
obtient le théoréme suivant qui, en vertu de la proposition 0.1, implique le théoréeme 0.2
de I'introduction.

THEOREME 8.1. — Soient d et n deux entiers supérieurs ou égaux a 3. Il existe une
constante strictement positive C = C(n,d) telle que si M est une variété hyperbolique
compacte de dimension d, alors pour tout plongement de M dans R"™ d’épaisseur de
rétraction au moins T', le volume du T-voisinage de ['tmage de M dans R™ est supérieur
ou égal a %T”h(M)ﬁvol(M)ﬁ.

Démonstration. — On peut supposer T' = 1. On considére donc un plongement de M
dans R", d’épaisseur de rétraction au moins 1. Soit X son image et soit V' le volume
(euclidien) de N;(X). Le théoréme de découpage de Falconer (théoréme 3.1) implique
qu’il existe une famille d’hyperplans paralléles de R™ dont chacun coupe le 1-voisinage
Ni(X) selon une « tranche » de (n — 1)-volume au plus C(n)V "5
des coordonnées on peut se ramener au cas ol les hyperplans sont des niveaux de la

. Par une rotation

projection R — R donnée par la n-iéme coordonnée x,,.

L’heuristique derriere la démonstration est qu’une fibre de I'application z,, : X — R
doit étre « topologiquement compliquée ». Supposons un instant que la fibre elle-méme
soit d’épaisseur de rétraction au moins 1. Alors d'un co6té le volume euclidien du
1-voisinage de cette tranche est de l'ordre de Ve et, d’'un autre coté, la proposi-
tion 5.1 impose une minoration de ce méme volume par le rang de I’homologie de la
fibre.

En pratique, on sait seulement que le 1-voisinage de la fibre se rétracte dans X.
Pour contourner ce probléme, on découpe X en tranches « épaisses » X;, préimages des
intervalles [, j + 1] C R par I'application z,| : X — R. Quitte & modifier un peu les
intervalles on peut supposer que chaque entier j est une valeur réguliere de . Il s’agit
alors d’appliquer la proposition 7.1 & cette projection.

Considérons la « triangulation » de R associée aux intervalles [j, j + 1]. Le complexe
simplicial correspondant est un arbre. On construit une approximation simpliciale de X
en considérant encore une fois le nerf d'un bon recouvrement de Ny /5(X) : soit p1,ps, . ..
un ensemble maximal de points (1/4)-séparés dans Ny/5(X). Les boules B(p;, 1/4) re-
couvrent Ny»(X). Soit U la réunion et soit N le complexe simplicial fini obtenu en
formant le nerf du recouvrement de U par les boules B(p;,1/4). Soit ® : U — N une
application subordonnée au recouvrement. On a X C U C N3/4(X) et, puisque X est
d’épaisseur de rétraction au moins 1, on en déduit que U se rétracte sur X.

Chaque boule B(p;, 1/4) rencontre au plus deux tranches {j < z,, < j+1}. Si elle est
intégralement contenue dans une tranche on envoie le sommet correspondant de N sur
la n-iéme coordonnée de son centre p;. Si elle rencontre deux tranches {j —1 < x,, < j}
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et {j <z, < j+ 1}, on envoie le sommet correspondant de N sur le sommet j de 7T
On étend finalement cette application linéairement en une application 7 : N — T qui
envoie chaque simplexe de N dans un simplexe de T'.

Quitte a déformer 'application ®, on peut supposer que celle-ci envoie chaque tranche
X; dans le d-squelette du sous-complexe N; = 7~ 1([j,j + 1]) de N et qu’elle envoie le
bord de X; dans le (d — 1)-squelette de N;.

Enfin, puisque N a le méme type d’homotopie que U, il existe une application ¥’ :
N — U telle que ¥'o® : U — U soit homotope a l'identité. On note K le d-squelette de
N et ¥ : K — X I'application obtenue en composant ¥’ avec la rétraction U — X. Alors
Vod: X — X est homotope a I'identité. Le complexe K est donc une approximation
simpliciale de X avec laquelle 'arboration (X;) de X — ici juste décomposition en
tranches — est compatible. On peut alors appliquer la proposition 7.1. Et le théoréme
découle du lemme qui suit. O

LEMME 8.2. — Pour tout j € Z, on a :

n—1

7 ([J + )] < Cln)volpaa (N (X)) 7.

Démonstration. — On commence par remarquer qu’il existe une constante ¢ = ¢(n)
telle que tout point x € R™ ne soit contenu que dans au plus ¢ boules B(p;, 1/4). Pour
démontrer le lemme il s’agit donc de montrer qu’au plus C/(n)volgua (N1 (X))™ boules
rencontrent la tranche {j < z, < j + 1}. Mais si une boule B(p;, 1/4) rencontre cette
tranche alors le volume de Uintersection B(p;, 1/2) N {j < x, < j + 1} est minoré par
une constante qui ne dépend que de n. Or, de la méme maniére que pour les boules
B(pi,1/4), seulement un nombre borné, par une constante ne dépendant que de n, de
boules B(p;,1/2) contiennent un point donné x € R™. Puisque par ailleurs les boules
B(pi,1/2) sont toutes contenues dans Ni(X), & une constante ne dépendant que de n
preés, le nombre de boules rencontrant la tranche {j < z,, < j+1} est finalement majoré
par

VOlgua (N1 (X)N{j <z, <j+1}) < /]H vol,—1(N1(X) N{xz, =t})dt

n—1

< C(n)volgua (N1 (X)) = .

9. EXPANSION TOPOLOGIQUE ET DISTORSION DES NEUDS

Revenons aux variétés de dimension 3. Un théoréme de Hilden [27] et Montesinos [39]
affirme que toute 3-variété compacte orientable peut étre obtenue comme un revétement
de degré 3 de la sphére S3 ramifié au-dessus d’un nceud. Une autre maniére de quantifier
la complexité topologique d’une variété de dimension 3 passe alors par la théorie des
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neeuds. Un neeud est un plongement du cercle dans R®. On peut mesurer la complexité
géométrique de I'image K C R? d’un tel plongement par sa longueur conforme

1
l.(K)= sup —longueur(K N B(z,7)).
zeR3, r>0 T
Gromov et Guth montrent que si M est une 3-variété hyperbolique « compliquée » et
que M peut étre obtenue comme un revétement de degré 3 de la sphére S; ramifié
au-dessus d’un noeud K, alors K est nécessairement de grande longueur conforme :

THEOREME 9.1. — Soit M une variété hyperbolique compacte de dimension 3. Si F' :
M — S5 est un revétement de degré 3 ramifié au-dessus d’un neud K, alors :
1

(e(K) = Zh(M)vol(M)

pour un certaine constante absolue strictement positive C'.

Remarque 9.2. — 1. On mesure la longueur conforme de K dans R?3. Il suffit pour
cela de choisir un point ¢ € Sz hors de K et d’identifier S3 — {¢} a R? par projection
stéréographique. On pourrait tout aussi bien, & une constante absolue prés, mesurer la
longueur conforme de K relativement a la métrique ronde de S;.

2. La conclusion du théoréme 9.1 est satisfaite par tout représentant de la classe
d’isotopie de K.

La démonstration du théoréme 9.1 se déroule en deux étapes. La complexité de K est
capturée a travers la construction d’une triangulation de S3 contenant le nceud dans son
1-squelette. On ne peut pas borner le nombre de simplexes d’une telle triangulation en
fonction de ¢.(K) (il y a une infinité de noeuds de longueur conforme inférieure a 100),
mais on peut borner la taille des fibres au-dessus d’un arbre. Finalement, I’application
F permet de relever la triangulation de S3 en une triangulation de M et on conclut la
démonstration du théoréme 9.1 en appliquant la proposition 7.1.

9.1. Construction d’une triangulation « fine » de S3

Soit K C Sz un nceud.

LEMME 9.3. — [[ existe une triangulation Trig de S3, un arbre T' de valence bornée par
une constante absolue et une application simpliciale wo : Trig — T tels que

1. le noeud K est contenu dans le 1-squelette de Trig,
2. Uapplication 7y envoie chaque 3-simplexe dans une (et une seule) aréte de T, et

3. pour toute aréte a de T, le cardinal de 7, (a) est majoré, a une constante multi-
plicative absolue pres, par la longueur conforme (.(K) de K.
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Esquisse de démonstration. — Au prix d’une petite déformation, d’un coiit négligeable
sur la longueur conforme, on peut supposer que le noeud K est une ligne polygonale
dans R3.

Partant d’un grand cube )y contenant le nceud K, on construit par récurrence une
suite de parallélépipédes rectangles () emboités de sorte que la longueur L(Q) du plus
petit coté de @ soit divisée par 2 a chaque étape et que le rapport des longueurs du
plus grand et du plus petit coté — 1'excentricité de () — reste majoré par 10. Si )
est I'un des parallélépipédes obtenus a l'issue de 1’étape n, on le décompose a I'étape
n~+ 1 en une réunion d’un nombre uniformément borné, compris disons entre 8 et 2000,
de parallélépipéedes. La suite des subdivisions barycentriques cubiques du cube initial
suffit pour cela mais, en prenant 'intersection de () avec un translaté aléatoire du réseau
cubique C de maille L(Q)/2 et d’axes paralléles aux axes de ), on peut de plus s’assurer
que la propriété suivante soit vérifiée.

PROPRIETE 9.4. — A chaque étape, le cardinal de Uintersection d’une face d’un paral-
lélépipede de la décomposition avec le neeud K reste inférieur a 10004,(K).

Explication. — Etant donné un parallélépipede Q de la décomposition, le nombre
moyen d’intersection entre un translaté aléatoire d’un plan de C et la courbe K N Q)
est majoré par mlongueur(K N Q). Mais, puisque @ est contenu dans une boule de
rayon 10L(Q), la longueur de K N @ est majorée par 10L(Q)¢.(K). Le nombre moyen
d’intersection entre un translaté aléatoire du réseau C et la courbe K N @ est donc
majoré par 60¢.(K). Quitte & perdre un peu sur la constante 60 on peut finalement se
restreindre aux translatés de C qui découpent () en des parallélépipedes d’excentricité

majorée par 10. 0

Le controle uniforme sur I'excentricité permet essentiellement de penser que la suite
des parallélépipédes emboités est obtenue par subdivision barycentrique cubique tout
en satisfaisant a la propriété 9.4.

A Tissue d’un nombre fini suffisamment grand d’étapes, tous les parallélépipédes
sont de diamétre inférieur a la longueur minimale d’un segment de K et a la plus petite
distance entre deux segments non adjacents de K. L’intersection de K avec chacun de
ces cubes est donc contenue dans un unique segment de K ou dans la réunion de deux
segments adjacents.

On peut rétrécir chaque parallélépipéde de notre suite finie de subdivisions de maniére
a ce que la propriété 9.4 soit encore vérifiée. On obtient ainsi une décomposition du cube
Qo qui, dans le cas de la subdivision barycentrique cubique, est représentée a gauche
dans la figure 8. On lui associe, comme représenté sur la figure, un arbre enraciné fini
Ty sur lequel se projette le cube Q. L’arbre est de valence 8 dans le cas de la suite
des divisions barycentriques cubiques et de valence comprise entre 8 et 2000 en général.
Le 2-squelette de la premiére subdivision de )y est tout entier envoyé sur la racine de
I’arbre. Les arétes qui partent de ce sommet sont les images des différentes faces épaissies
qu’il faut traverser pour rejoindre le 2-squelette d’un parallélépipéde rétréci. Et ainsi
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FIGURE 8. L’arboration associée a la suite des subdivisions barycentriques

de suite... La préimage d’un sommet terminal est I'un des petits parallélépipédes pleins
par lesquels se termine la suite finie de subdivision.

On peut finalement projeter toute la sphére S3 sur un arbre 7. Pour cela on ajoute
a Ty un sommet « & l'infini » que 'on relie & la racine de 'arbre Ty par une aréte. On
envoie le complémentaire de )y dans Sz sur la réunion de ce nouveau sommet et de
I'intérieur de cette nouvelle aréte.

Pour conclure, il reste a trianguler les différentes préimages des arétes de T'. La plupart
de ces préimages sont réunion des quatre faces épaissies d’un parallélépipede de la sub-
division. D’aprés la propriété 9.4 moins de 10%/,(K') simplexes suffisent pour trianguler
une telle face épaissie tout en s’assurant que 'intersection avec K est contenue dans le
1-squelette. Les préimages restantes sont des parallélépipédes pleins dont I'intersection
avec K est contenue dans moins de deux segments de K. On peut donc trianguler ces
parallélépipédes a I'aide d’un nombre uniformément borné de simplexes tout en s’assu-
rant que l'intersection avec K soit contenue dans le 1-squelette. La triangulation de Sg
obtenue vérifie alors bien les propriétés annoncées dans le lemme 9.3. O

9.2. Démonstration du théoréme 9.1

Le nceud K étant contenu dans le 1-squelette de la triangulation Trig de S3 fournie
par le lemme 9.3, on peut tirer en arriére cette triangulation par le revétement F
pour obtenir une triangulation Tri de M. L’application induite F' : Tri — Trip est
simpliciale. Soit 7 la composée my o F' : Tri — T'; elle vérifie encore les conclusions 2
et 3 du lemme 9.3. En vertu du point 2 les préimages 7—'(a) (a € TW) induisent une
arboration de M qui, par construction, est compatible avec la triangulation Tri de M.
On peut leur appliquer la proposition 7.1 et il découle du point 3 du lemme 9.3 qu’il
existe une constante absolue strictement positive C' telle que

((K) > = h(M)vol(M).

Ql -
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9.3. Un corollaire

On peut en particulier appliquer le théoréme 9.1 & une suite infinie (M,) de revé-
tements de congruence d'une 3-variété hyperbolique compacte (Exemple 2 de l'intro-
duction). Le théoréeme d’Hilden et Montesinos implique en effet que chaque variété M,
peut étre obtenue comme un revétement de degré 3 de la sphére Sz ramifié au-dessus
d’un noeud K, que l'on appellera « de congruence ». Et il découle du théoréme 9.1 qu’il
existe une constante absolue strictement positive C' telle que

1
(6) l(Ky) > EVOI(MQ) — 00.

Cela permet de retrouver un théoréme récent de Pardon [40]. La distorsion §(K) d'un
noeud K C R? est un invariant défini par Gromov :

dist
5(K) = sup 8 x(®.y)
syek distrs(z,y)

ou distx (x,y) est la distance le long du neud entre x et y et distgrs(z,y) est la distance
euclidienne. Dire que §(K) est « grand » signifie qu’il y a des points « proches » dans
I’espace qui sont « loin » le long du nceud. En 1983 Gromov posait la question provocante
de 'existence, dans n’importe quelle classe d’isotopie de nceud, d’un représentant de
distorsion inférieure & 100. Cette question est restée ouverte jusqu’a ce que Pardon
montre :

THEOREME 9.5. — Il existe des classes d’isotopie de neuds dans R® qui nécessitent
une distorsion arbitrairement grande.

La preuve de Pardon montre plus précisément qu’un nceud K dans la classe d’isotopie
du neeud torique (p,p + 1) (voir figure 9) a toujours une distorsion §(K’) supérieure a
p/160. On pourra se référer a [32] pour une belle introduction élémentaire au théoréme
de Pardon.

FIGURE 9. Les nceuds toriques (4,5), (5,6) et (6,7)
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L’inégalité (6) permet de donner une démonstration différente du théoréme 9.5 a
’aide, cette fois, des « noeuds de congruence » K.

Démonstration du théoreme 9.5. — D’aprés (6) il suffit en effet de remarquer que si
K C R? est un noeud, alors 6(K) > 1/.(K). Pour cela, on fixe z € R* et 7 > 0. Soit L
la longueur de K N B(x,r). Il s’agit de montrer que §(K) est supérieur a L/4r.
Considérons donc deux points y, z € K N B(x,r) tels que distx (y, 2) > L/2. Puisque,
dans R?, les points y et z sont a distance inférieure a 2r, on obtient bien que
5(K) > distx (v, 2)

> L/4r.
— distrs(y, 2) — /4T

APPENDICE : CONSTANTE DE CHEEGER ET REVETEMENTS DE
CONGRUENCE

La proposition 0.1 découle du résultat bien plus général suivant, dit « d’approximation
super forte », di & Salehi-Golsefidy et Varju et d’'un argument da a Long, Lubotzky et
Reid [33] que nous décrivons ci-dessous.

THEOREME 9.6. — Soit G C GLy un groupe algébrique, semi-simple, connexe, affine
sur Q. SiI' C G(Q) est un sous-groupe Zariski-dense engendré par un ensemble fini S,
alors il existe un entier qu et un nombre réel strictement positif € = €(S) > 0 tels que
pour tout entier q sans facteur carré et premier a qo, la réduction I'y de I' modulo q est
bien définie® et le graphe de Cayley associé Cay (L', S,) est un e-expanseur.

Le théoreme 9.6 s’applique en effet a la suite (I';) de 'Exemple 2 de l'introduc-
tion. Or, un théoréme de Brooks [10] et Burger [12] affirme que la premiére valeur
propre non nulle \; du laplacien de la variété hyperbolique I';\H,; est minorée, a une
constante universelle prés, par la constante d’expansion du graphe de Cayley Cay(T';, S;)
associé a un ensemble fini S de générateurs correspondant au choix d’un domaine
fondamental pour l'action de I' sur Hy. Finalement, une inégalité de Buser [13] af-
firme que la constante de Cheeger d’une variété hyperbolique est toujours minorée par
+(1/10A; + (d — 1)2 = (d — 1)). Cela conclut la démonstration de la proposition 0.1.

Remarque 9.7. — Le théoréme 9.6 a une longue histoire. Si I'on suppose que I' est un
réseau dans le groupe G(Q) on dit que I' un « groupe arithmétique ». Dans ce cas,
plus précisément dans le cas ot I' est un réseau de congruence, un théoréme de Clozel
[15] affirme que le A\; de I'espace localement symétrique associé a I' est minoré par une
constante strictement positive qui ne dépend que du groupe réel G(R). Le premier
résultat de ce type, pour le groupe SlLs, est un célébre théoréme de Selberg [46]. En
ce qui concerne les variétés hyperboliques de dimension d > 3, Burger et Sarnak [11]

2. Egale & G(Z/qZ) si G est simplement connexe.
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conjecturent que pour toute variété hyperbolique de congruence, on a A\; > (d — 2).
Cette minoration, optimale, est démontrée dans [5] pour tout d > 4.

Le cas o1, selon la terminologie de Sarnak [44], le groupe I est « fin » dans G(Q), c’est-
a-dire Zariski-dense sans étre un réseau, reléve d’autres techniques. La démonstration
du théoréme 9.6 consiste a étendre les techniques de Bourgain et Gamburd [8] du
groupe SLy & n’importe quel G comme dans le théoréme 9.6. Cela est rendu possible
par les travaux de Pyber et Szabo [43] et Breuillard, Green et Tao [9] sur les groupes
approximatifs.
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a Héleéne Eynard-Bontemps, Etienne Ghys, Grégory Ginot et Clémence Labrousse pour
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