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LIVRES BRISES POUR DES FLOTS DE REEB EN DIMENSION 3
[d’apres Colin, Dehornoy et Rechtman]

par Anna Florio

1. Introduction

L’objectif de ce texte est de présenter la définition de livre brisé portant un flot de
Reeb sur une variété M de dimension 3. Cette notion, qui généralise la définition de
livre ouvert, a été introduite par Colin, Dehornoy et Rechtman (2023).

Pour parler de flot de Reeb, il faut partir d'une 1-forme lisse «, appelée forme de
contact, définie sur M, telle que a A da est une forme volume; le noyau de o définit
alors un champ de plans, appelé structure de contact. Grace au théoreme de Frobenius,
la structure de contact peut étre pensée comme étant 'opposé d’un champ de plans
localement intégrable. Il est alors possible définir un champ de vecteurs, appelé champ
de Reeb, en partant de a. Le flot de Reeb est le flot engendré par ce champ.

Des exemples classiques de flots de Reeb sont les flots géodésiques sur une surface
riemannienne, ainsi que les flots hamiltoniens sur un niveau d’énergie compact, pour
un hamiltonien sur R* strictement convexe. En mécanique céleste, le flot du probléme
restreint circulaire a 3 corps est aussi un exemple de flot de Reeb.

De maniere informelle, la notion de livre brisé est la donnée d’une réunion finie de
neeuds, notée K, et d'un feuilletage du complémentaire de K, décrit au voisinage de
chaque neeud par certains modeles locaux. La définition précise sera donnée dans le §2.2.
Son intérét dynamique apparait lorsqu’on demande que le livre brisé porte une forme de
contact : les singularités du feuilletage sont alors des orbites périodiques et 'intérieur
de chaque feuille est positivement transverse au champ de Reeb associé.

Quelle forme de contact peut étre portée par un livre brisé ? Le résultat principal de
Colin, Dehornoy et Rechtman (2023) répond a cette question :

THEOREME. — Pour toute forme de contact o non dégénérée d’une variété fermée,
orientée, de dimension 3, il existe un livre brisé qui porte .

Apres avoir rappelé les notions nécessaires pour parler de flots de Reeb et de livres
brisés, nous présenterons les conséquences dynamiques remarquables d une telle construc-
tion. Notamment, I’existence de livres brisés portant une forme de contact a permis aux
auteurs de montrer que pour le champ de Reeb d’une forme de contact non dégénérée,
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le nombre d’orbites périodiques est soit égal a 2, soit infini. De plus, ils donnent une
condition topologique sur la variété qui suffit & assurer que I’entropie topologique (' du
flot de Reeb soit positive @), quelle que soit la forme de contact choisie.

Nous allons parler aussi des travaux de Colin, Dehornoy, Hryniewicz et Rechtman
(2023) et de Contreras et Mazzucchelli (2022), qui, en parallele, ont montré qu’'un flot
de Reeb générique admet toujours une section de Birkhoff. Le point clef de la preuve de
ces résultats est 'existence de livres brisés pour la forme de contact définissant le flot
de Reeb.

Dans la section 3, nous allons présenter les idées principales pour construire un livre
brisé, ainsi que les outils qui entrent en jeu. Dans la section 4, nous allons donner quelques
idées des preuves des conséquences dynamiques de Colin, Dehornoy et Rechtman (2023).
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2. Définitions et résultats principaux

Pour introduire la définition de livre brisé de Colin, Dehornoy et Rechtman (2023),
nous avons d’abord besoin de parler de sections et sections de Birkhoff pour un flot sur
une variété de dimension 3 et de dynamique de contact. Dans la suite, sauf mention
explicite du contraire, tous les objets considérés seront lisses (C*°) et M indiquera une
variété de dimension 3, fermée (i.e. compacte et sans bord) et orientée.

2.1. Sections de Birkhoff pour un flot en dimension 3

Dans ce paragraphe, nous donnons les définitions de section et de section de Birkhoff
pour un flot en dimension 3. Ce seront des notions clefs dans la construction des livres
brisés.

Considérons un champ de vecteurs X non singulier sur une variété M. Notons ¢7* le
flot engendré ® par X. Pour comprendre les propriétés du flot, il est parfois possible
d’étudier une dynamique plus simple, la dynamique d’un difféomorphisme induit par le

1. L’entropie topologique est une quantité qui mesure la complexité d’un systéeme dynamique, voir
le §4.1.

2. Ici et dans la suite, « positive » signifie « strictement positive ».

3. On omettra le X et on écrira ¢; quand le contexte rendra la dépendance en X claire. Dans la
suite, on se permettra aussi des glissements, comme la notation ¢ pour noter le flot géodésique sur
une surface riemannienne (.5, ¢g), voir Exemple 2.3.
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flot sur une surface. Comment faire ? Les sections de Birkhoff sont un outil précieux qui
permet une telle étude.

DEFINITION 2.1. — Une X-section est une immersion 1: (3,0%) — (M, K) d’une
surface compacte ¥ a bord 0% telle qu’on ait 1(0X) = K, ot K est une réunion finie
d’orbites périodiques pour X, et que les deux conditions suivantes soient vérifiées :
— pour chaque composante conneze ¢ de 0%, l'image 1(c) est un revétement (éven-
tuellement multiple) d’une orbite périodique de X ;
— la restriction 1|y est un plongement et limage 1(int(X)) @ est positivement
transverse ® a X.

Si l'orbite d'un point de #(int(X)) rencontre la section une infinité de fois, nous pouvons
définir 'application de retour sur la section le long de cette orbite. Si cela est possible
pour tous les points, nous parlons alors de section de Birkhoff.

DEFINITION 2.2. — Une section de Birkhoff est une X -section telle qu’il existe T > 0
pour lequel, pour tout x € M, on a ¢f§7T](a:) N(X) # 0, i.e. chaque orbite rencontre en
temps au plus T' la surface 1(X).

Exemple 2.3. — Soit (S?,g) la sphere de dimension 2 munie d’une métrique rieman-
nienne. Considérons le fibré unitaire tangent M = T,5%, et le flot géodésique (¢7)
sur M. Soit v C S? une géodésique fermée de longueur L : elle existe toujours et divise
la sphere en deux hémispheres. On peut alors construire une section pour le flot comme
suit. Considérons ¥ = R/LZ x [0, 7]. Fixons un des deux hémispheres et considérons
I’ensemble des (z,v) € T;S2 tels que x € v et v est un vecteur unitaire qui pointe vers
I’hémisphere fixé. Un tel ensemble peut étre réalisé comme immersion de I'anneau .
Dans le cas ou la courbure associée a la métrique g est strictement positive, 'anneau
qu’on vient de décrire est en effet une section de Birkhoff. Il s’agit d’un résultat de
Birkhoff (1917).

En particulier, I'existence d’une section de Birkhoff nous permet de définir une ap-
plication de premier retour sur :(int(X)) et, quitte a avoir un bon comportement au
bord, un difféomorphisme sur une surface. Pour illustrer 'importance de 'existence
de tels objets, nous donnons ’exemple suivant. Supposons que notre surface ¥ est un
disque. Le théoreme de Brouwer assure qu’un homéomorphisme sur le disque ouvert a
toujours au moins un point fixe. Cela implique alors que notre flot a au moins deux
orbites périodiques, le bord de notre disque et 1'orbite qui correspond au point fixe de
I’application de premier retour sur la section de Birkhoff.

Comme évoqué ci-dessus, pour définir une application de premier retour sur notre
surface qui soit un difféfomorphisme, nous avons besoin d’une définition plus forte : on
parle alors de section de Birkhoff 0-forte. Définissons maintenant cette notion.

4. Ici et dans la suite, la notation int(-) désigne l'intérieur d’un ensemble.
5. L’image ¢(int(X)) est positivement transverse & X si X est transverse & la surface et si le vecteur
normal & la surface et le champ X pointent du méme coté.



1223-04

Etant donnée une orbite périodique v pour le flot de X, nous pouvons éclater cette
orbite de la fagon suivante. Introduisons un fibré en cercle T, au-dessus de v : il s’agit
du (double) quotient (7,M/T)/R4, ou T,,M est la réunion des espaces tangents 7, M
pour tout x € . Dans cette définition, nous considérons d’abord le fibré normal au
champ de vecteurs, et ensuite le quotient par R, . Soit alors K une réunion finie d’orbites
périodiques. Nous pouvons retirer de notre variété ces orbites et remplacer chacune par
le tore T, correspondant. On obtient une nouvelle variété compacte, orientée, a bord,
d’ensemble sous-jacent

Mg =(M\K)u |JT,.
yeK
Le champ de vecteurs X peut étre prolongé sur Mg : la linéarisation DX le long de ~y
induit un champ de vecteurs sur le tore T,. Nous continuerons a noter X ’extension
a My du champ de vecteurs X sur M. Le champ X est tangent au bord de M.
Soit S une X-section, dont le bord est contenu dans K et telle que int(S) N K = (. En
considérant les directions selon lesquelles S approche le bord, on obtient une surface a
bord sur Mg, que nous notons Sk.

DEFINITION 2.4. — Soit S une X -section ; notons K = 0S. La X -section S est O-forte
si, pour chaque v € K, la restriction de Sk a T, est une sous-variété de dimension 1
transverse au champ de vecteurs X. Une section de Birkhoff S est O-forte si c’est une
X-section O-forte et la restriction de Sk sur chaque T, est une section globale pour
lextension de X © sur T,,.

L’intérét de travailler avec des sections 0-forte réside dans la régularité de 'application
de premier retour associée.

PROPOSITION 2.5. — Soit X un champ de vecteurs non singulier sur M. Si S est une

section de Birkhoff 0-forte pour X, alors Uapplication de premier retour sur int(S) du
flot de X définit un difféomorphisme lisse de int(S).

2.2. De la géométrie a la dynamique : structure et forme de contact, champ
de Reeb, décomposition en livre ouvert

Ici, nous introduisons les notions principales de la géométrie de contact et de la
dynamique du champ de Reeb associé. Nous expliquons les définitions de livre ouvert
et livre ouvert rationnel et ses liens avec la topologie et la dynamique.

Considérons une variété M de dimension 3, orientée, sans bord. Munissons M d’un
champ d’hyperplans £ pour lequel il existe une 1-forme lisse « telle que & = ker(«) et
telle que o A da est une forme volume. Le champ & est appelé structure de contact et la
forme « qui permet de la définir est dite forme de contact. Plusieurs formes de contact
peuvent définir la méme structure de contact : en effet, dés qu’on considére une fonction
f: M — R* la forme fa est aussi une forme de contact qui définit la méme structure
de contact.

6. i.e. chaque point de Sk revient en temps fini en suivant la dynamique induite par X sur Sk.
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Le premier exemple auquel nous pouvons penser est (R3, &std), OU Egpq est le noyau de
la forme de contact agq = dz — ydx, voir Figure 1. En effet, le théoreme de Darboux
nous assure que pour tout point x d’une variété de contact (M,¢) de dimension 3 il
existe un voisinage U de z dans M, un voisinage U’ de 0 dans R? et un difféomorphisme
p: U — U tels que p*&iq = €. Toute variété de dimension 3, lisse, compacte, admet
une structure de contact, voir Martinet (1971) et Lutz (1971).

FIGURE 1. La structure de contact standard sur R? (image de P. Massot).

En fixant la forme de contact o qui définit &, nous pouvons définir un champ de
vecteur R, dit de Reeb, comme suit :

{da(Ra,-) =0,

@ a(R,) =1.

Le flot (¢?) associé au champ de Reeb est dit flot de Reeb. En fixant agq sur (R3, &iq),
le champ de Reeb associé est % et le flot de Reeb est le flot de translation le long
de la direction z. Une classe d’exemples de flots de Reeb est constituée par les flots
géodésiques sur une surface riemannienne (.5, g). Dans ce cas, la forme de contact sur le
fibré tangent unitaire peut étre explicitée de la maniere suivante

Vo) (1) = g (v, dTe () Y(z,v) €T, S,

ot 7: T}S — S est la projection sur la surface. Nous renvoyons a Geiges (2008) pour
une introduction complete a la géométrie de contact. Nous remarquons que le champ
de Reeb est toujours transverse a la structure de contact et, de plus, R, dépend de la
forme de contact choisie. La dynamique définie a partir de « préserve la structure de
contact, ainsi que la forme de contact et la forme volume o A da.

Etant donné M, méme sans structure de contact, nous pouvons essayer de décomposer
la variété en livre ouvert, notion introduite par Winkelnkemper (1973) :

DEFINITION 2.6 (Décomposition en livre ouvert ou en livre ouvert rationnel)
Une décomposition en livre ouvert de M est un couple (K, ) ot
— K est une sous-variété lisse, compacte, de dimension 1 de M, appelée reliure ;
— m: M\ K — S est une fibration telle que, si on note D? le disque de dimension 2,
dans un voisinage K x D? de la relivre K = K x {0}, lapplication 7 est la
coordonnée angulaire de D?.
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Chaque feuille 7=1(0) est alors lintérieur d’une surface compacte dont le bord est contenu
dans K. L’adhérence d'une feuille 7=(0) dans M est appelée une page.

Un couple (K, m) est une décomposition en livre ouvert rationnel si, dans un voisinage
K x D? de la reliuvre K = K x {0}, ot D? est muni des coordonnées polaires, nous avons
7(z,7,0) = nb pour un certain n € N. Chaque 7—*(0) admet n composantes connezes.

Chaque variété de dimension 3, fermée, orientée, admet une décomposition en livre
ouvert.

Exemple 2.7. — Considérons la sphére S C C2. Un premier exemple de décomposition
en livre ouvert de 5% est (K, ), olt K := {0} x % et m: (21,22) € S*\ K — 7 € S,
Chaque page est un disque, voir Figure 2.

FIGURE 2. Décomposition en livre ouvert de S3. Le cercle en noir est la reliure.
Trois pages, difféomorphes a un disque, sont dessinées, dont le bord est le
cercle noir.

Etant donné des orientations de M et de la reliure K, chaque page 7~ (6) hérite aussi
d’une orientation. Un livre ouvert peut étre décrit aussi comme la donnée d’une surface
compacte a bord X, dont le bord est la reliure K, et d'une application de premier retour
f: 3 — ¥ qui est un difféomorphisme satisfaisant f|gs = Id. Plus précisément, si (K, )
est un livre ouvert, alors on peut lui associer un couple (3, f) en choisissant comme X
une page 7 1(6), pour un certain § € S, et comme f 'application de premier retour
sur 7~ (6) du flot d’'un champ de vecteurs transversal aux pages. Réciproquement, étant
donné un couple (f, ), on peut considérer la variété a bord V' obtenue en regardant
Y x [0,1] et en identifiant 3 x {0} et 3 x {1} grace a f. Donc, on décrit V' comme
le quotient 3 x [0,1]/ ~, ou (z,1) ~ (f(x),0). Si on colle cette variété avec la variété
W := 0% x D? le long du bord commun 9% x S', on obtient une variété dont le livre
ouvert associé est le suivant : la reliure est 9% x {0} C W et 'application 7 est, dans W,
la coordonnée angulaire de D?, et, dans V = X x [0, 1]/ ~, la coordonnée dans [0, 1].

Comment relier alors la notion de variété de contact a une décomposition en livre
ouvert 7 Cela est possible grace a la définition suivante :

DEFINITION 2.8. — Soit (M, &) une variété de contact et soit (K, ) une décomposition
en livre ouvert de M. La structure de contact & est dite portée par la décomposition
(K, m) s’il existe une forme de contact « telle que
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— la forme « définit la structure de contact, i.e. & = ker(«) ;

— la reliure K est une réunion finie d’orbites périodiques pour le champ de Reeb R, ;

— le champ de Reeb R, est positivement transverse a l’intérieur de chaque page du
livre ouvert.

Remarque 2.9. — La définition 2.8 est celle donnée dans Colin, Dehornoy et Rechtman
(2023). A la différence de Giroux (2002), ils ne demandent pas que la reliure soit
positivement tangente au champ de Reeb par rapport a l'orientation induite par les

pages.

Exemple 2.10. — En identifiant C? avec R? x R?, nous pouvons munir S? de la structure
de contact { = ker(>_,_; » #;dy; — yidx;|gs). Cette structure de contact est portée par
la décomposition en livre ouvert donnée dans I'Exemple 2.7. Pour vérifier la définition,
nous pouvons considérer la forme de contact standard dont le flot de Reeb associé est
le flot de Hopf : toutes les orbites sont périodiques de méme période et leur réunion est
la fibration de Hopf.

Une question naturelle est alors de savoir quand une structure de contact est portée
par un livre ouvert et, inversement, si chaque décomposition en livre ouvert peut porter
une structure de contact. Cette relation a été clarifiée par Giroux (2002) :

THEOREME 2.11 (Giroux). — Il existe une bijection entre l’ensemble des structures de
contact sur M modulo isotopie et [’ensemble des décompositions en livre ouvert de M
modulo stabilisation positive ).

Plus précisément, Thurston et Winkelnkemper (1975) montrent que chaque décom-
position en livre ouvert porte une structure de contact ; réciproquement, Giroux prouve
que chaque structure de contact est portée par un livre ouvert et, de plus, si deux
structures sont portées par le méme livre ouvert, alors elles sont isotopes. En particulier,
nous pouvons en déduire que toute structure de contact admet une forme de contact
dont le flot de Reeb a une section de Birkhoff.

2.3. Décomposition en livre brisé : une décomposition a dynamique fixée

A la fin de la section précédente, nous avons vu que pour toute structure de contact,
on peut trouver une forme de contact portée par un livre ouvert. Que peut-on dire si
nous fixons la dynamique, et pas seulement la géométrie? Autrement dit, pour une
variété de contact (M, &), si nous fixons une forme de contact a qui définit £, existe-t-il
toujours une décomposition en livre ouvert adaptée au champ de Reeb R, donné? C’est
bien dans cette perspective que le résultat de Colin, Dehornoy et Rechtman (2023) nous
permet d’en dire plus, grace a 'introduction des décompositions en livre brisé. Ici, nous
donnons la définition de livre brisé et précisons ses liens avec la dynamique.

7. La stabilisation positive est une opération sur un livre ouvert ; si on pense au livre ouvert comme
la donnée d’une surface ¥ et d’une application de premier retour f sur X, la stabilisation positive
ajoute une anse a X et compose f avec un twist de Dehn le long d’une courbe passant par ’anse.
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DEFINITION 2.12. — Soit M wune variété de dimension 3, fermée, orientée. Une dé-
composition de M en livre brisé est un couple (K,F) ou

— K est une sous-variété lisse, compacte, de dimension 1 de M, appelée reliure ;

— F est un feuilletage co-orienté de M \ K tel que chaque feuille est plongée dans
M\ K. On demande, en plus, que l’adhérence de chaque feuille dans M, appelée
page, soit une surface a bord, dont le bord est contenu dans K, et que dans un
voisinage de la reliure, le feuilletage puisse étre décrit comme suit.

La reliure K est la réunion de deux types de composantes connexes : radiales et brisées.

Une composante v C K est radiale s’il existe un voisinage U de v tel que, pour

chaque feuille F' € F, chaque composante connexe de F NU est un anneau Tx]0, 1] et
v =T x {0}.

Une composante v C K est brisée s’il existe un voisinage U de ~y tel que, pour chaque

feuille F € F, chaque composante connexe de FNU est un anneau Tx]0, 1] et tel que

— soit v =T x {0} (la composante de la feuille est radiale) ;

— soit le bord T x {0, 1} de l'anneau est contenu dans OU (la composante de la feuille
est hyperbolique).

L’ensemble des composantes radiales (resp. brisées) est noté K, (resp. K;).

Observons qu’autour d'une composante radiale d'un livre brisé (K, F), le feuilletage F
a le méme modele local qu’'un livre ouvert rationnel.

FI1GURE 3. Un morceau d’une décomposition en livre brisé. Les cercles noirs
en gras sont des composantes de la reliure. Le cercle en haut est radial, en
bas brisé. Les pages sont les surfaces colorées (dessinées en traits fins), pensées
comme immergées dans la variété de dimension 3, dont le bord est soit I'un de
deux cercles, soit les deux cercles.

Etant donné une décomposition en livre brisé, autour d’une composante brisée v € K,
il y a deux types de familles de feuilles qui s’intercalent. Si I'on coupe avec une section
transverse a 7, on voit en effet des familles d’hyperboles et des familles de rayons.
Nous parlons de secteurs hyperboliques et secteurs radiaux. Dans la suite, nous allons
considérer une classe particuliere de livres brisés, qu’on appellera livres brisés non
dégénérés : nous regardons des décompositions en livre brisé telles que, autour de
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FIGURE 4. Le livre brisé dans une petite section transverse a une composante
radiale a droite, et a une composante brisée a gauche. Les feuilles hyperboliques
sont dessinées en traits gras, les feuilles radiales en traits fins.

chaque composante brisée de la reliure, il y a exactement quatre secteurs hyperboliques,
intercalés avec quatre secteurs radiaux.

Comme pour les livres ouverts, nous pouvons préciser quand une forme de contact
est portée par une décomposition en livre brisé.

DEFINITION 2.13. — Soit « une forme de contact sur M et soit (K, F) une décomposi-
tion en livre brisé. La forme « est dite portée par le livre brisé si le champ de Reeb R, est
tangent a la reliure K et positivement transverse da chaque feuille du feuilletage F.

Nous allons travailler avec des flots non dégénérés. Un flot est dit non dégénéré si
toutes ses orbites périodiques sont non dégénérées. Une orbite est dite non dégénérée si
la linéarisation de I'application de retour sur une section transverse a ’orbite n’admet
aucune racine de I'unité comme valeur propre. En particulier, pour un flot non dégénéré,
une orbite périodique peut étre de trois types :

— hyperbolique positive si les valeurs propres de la linéarisation de ’application de

retour sont des réels positifs ;

— hyperbolique négative si les valeurs propres sont des réels négatifs ;

— elliptique si les valeurs propres sont de la forme €™ avec § € R\ Q.

Par analogie, une forme de contact est non dégénérée si le flot de Reeb associé est non
dégénéré.

Remarque 2.14. — Si « est une forme de contact non dégénérée et portée par un
livre brisé (K, F), alors ce livre brisé est non dégénéré. En effet, la composante brisée
de la reliure K;, ne peut pas contenir des orbites périodiques elliptiques, sinon on
trouverait des feuilles (hyperboles) tangentes a R,. Donc, toute orbite v € K, est
hyperbolique, positive ou négative. Comme les feuilles doivent étre transverses au champ
de vecteurs, les variétés stables et instables (¥, localement, doivent étre contenues dans un
secteur hyperbolique. De plus, il ne peut pas exister de secteur hyperbolique strictement
contenu entre deux branches de variétés stables et instables : cela violerait la encore la
condition de transversalité. Nous pouvons alors conclure qu’il y a exactement 4 secteurs
hyperboliques, et notre livre brisé est bien non dégénéré.

8. Voir §2.5 pour la définition de variétés stables et instables.
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Dans une décomposition en livre brisé, nous avons des pages particulieres, ce sont les
pages rigides, les pages « a la frontiere » entre deux types différents de pages.

DEFINITION 2.15. — Une page S d’un livre brisé est dite réguliére si elle appartient a
lintérieur d’une famille a un paramétre de pages difféomorphes a S. Une page est dite
rigide si elle n’est pas réquliere.

T
!
il

i,
A,

“\\\\\

——

—

——

\\

FIGURE 5. La page remplie de lignes et la page en gras sont des exemples de
pages rigides dans un livre brisé.

Maintenant que nous avons introduit la définition de livre ouvert et livre brisé, nous
pouvons observer que les livres brisés sont une généralisation des livres ouverts.

LEMME 2.16. — Soit (K, F) une décomposition en livre brisé telle que K, = (. Alors
(K, F) donne une décomposition en livre ouvert rationnel.

Démonstration. — Supposons que la composante brisée de la reliure soit vide. Nous
pouvons regarder I'éclatement de M \ K introduit au §2.1, qui est une variété compacte
a bord. S’il n’y a pas de composantes brisées dans K, nous obtenons un feuilletage
orientable sur I'éclatement dont toutes les feuilles sont fermées et transverses au bord.
Par le théoreme de Haefliger (1962, Section 3.3), nous pouvons déduire que ’espace
des feuilles est homéomorphe a un cercle. Si cet espace est un cercle, alors toutes les
feuilles sont homéomorphes. En revenant a M \ K, nous avons alors une fibration et il
n’y a aucune page rigide. Cela nous permet de déduire que nous avons un livre ouvert
rationnel. O]

Avoir un livre ouvert qui porte un flot de Reeb donne un feuilletage en sections
de Birkhoff pour le flot. Si le flot est porté par un livre brisé, le feuilletage qu’on
obtient est formé par des sections. Les livres brisés construits par Colin, Dehornoy
et Rechtman (2023) donnent méme un feuilletage en sections 0-forte. Cela justifie la
définition suivante.

DEFINITION 2.17. — Une forme de contact non dégénérée o sur M est portée de facon
O-forte par un livre brisé (K, F) si :
— « est portée par (K, F) ;
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— chaque page de F est une R,-section O-forte.

Dans la suite, sauf mention du contraire, « livre brisé » signifie « livre brisé non
dégénéré ».

2.4. Avant les livres brisés

Nous parlons ici des constructions ayant précédé les livres brisés, qui, dans le méme
esprit, donnent des feuilletages en sections transverses au flot de Reeb ; notons qu’avant
le travail de Colin, Dehornoy et Rechtman, de telles constructions étaient connues
seulement pour la 3-sphere.

Comme nous verrons dans la construction des livres brisés, un des outils fondamentaux
pour chercher des sections pour un flot de Reeb est la notion de courbe pseudoholo-
morphe. Introduites en géométrie symplectique par Gromov, ces courbes sont le point
de départ pour construire les feuilletages d’énergie finie de Hofer, Wysocki et Zehnder
(2003) sur la sphere S3; qui peuvent étre considérés comme les ancétres des livres brisés.

Etant donné une variété de contact (M, €) et une forme de contact o, nous pouvons
regarder la symplectisation de M : il s’agit de la variété symplectique R x M, ou la
forme symplectique est w = d(e'a) et t représente la coordonnée dans R. Fixons une
structure presque complexe J: & — £ compatible avec do. Cela signifie que J? = —Id,
pour tout x € M T'application J,: &, — &, est linéaire, et la forme symétrique bilinéaire
da(-, J-) est définie positive sur &, quel que soit x dans M. Il est possible de définir une
structure presque complexe J sur R x M, en demandant que J(9t) = Rq et J(Ry) = —0t.
Nous pouvons alors étudier I'espace des courbes J-holomorphes, i.e. les applications
u: (Z,5) = (R x M, J) telles que (X,7) est une surface de Riemann et application
vérifie

Tuoj=JoTu.
Dans le travail fondateur de Hofer, Wysocki et Zehnder (2003), les auteurs construisent
un feuilletage F de la symplectisation de (53, &qq) ont chaque feuille est une sphere
perforée pseudoholomorphe plongée, i.e. une application u: (S? \ {z1,...,z,},7) —
(R x S3, J ), olt j est la structure presque complexe canonique sur S? ~ C U {co}. 1l
est possible d’associer une certaine énergie a chaque feuille, mais la valeur est bornée
uniformément pour chaque feuille du feuilletage F. Si on projette sur la 3-spheére par
p: R x §3 — 3, le feuilletage projeté ne sera pas lisse. Néanmoins, si nous munissons
53 ¢ C2? de la forme de contact standard agq et de la structure complexe J héritée
de C2, nous pouvons montrer le résultat suivant. Il existe un ensemble fini P d’orbites
périodiques du champ de Reeb R, _, tel que la projection du feuilletage p(F) C S? est
un feuilletage singulier de la sphere dont ’ensemble des singularités est exactement P,
et tel que 'intérieur de chaque feuille soit transverse a R,_,,. Plus précisément, le champ
de Reeb R, est R, (z) = 2iz. Soit ®: R x S3 — C*\ {0} lapplication (r,u)
®(r,u) = e"u. Le feuilletage F est la réunion de la feuille Fy := ®~1((C\ {0}) x {0}),
qui est un anneau, et de la famille (F}).cc\ oy 01t Fr. := @~ 1(C x {c}) est un plan. Quand
on projette le feuilletage sur S3, la feuille £y devient une orbite périodique pour le flot
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de Reeb, tandis que les autres feuilles se projettent sur des plans transverses a R,_,,
chacun asymptotique a l'orbite périodique p(Fp). En effet, cet exemple donne un livre
ouvert dont la reliure a une seule composante connexe et dont les pages sont des disques,
voir Exemple 2.7.

En général, un feuilletage d’énergie finie ne donne pas une décomposition en livre
ouvert. Néanmoins, Hofer, Wysocki et Zehnder (1998) introduisent la notion de flot de
Reeb dynamiquement conveze : il s’agit d’'une sous-classe de flots de Reeb sur S? pour
lesquels ils montrent I'existence d’un disque plongé qui est une section de Birkhoff. En
particulier, pour ces flots, il existe un livre ouvert qui porte la forme de contact et dont
chaque page est un disque. Des exemples de flots de Reeb dynamiquement convexes
sont donnés par le flot géodésique sur la sphére S? muni d’une métrique riemannienne
a courbure positive, qui satisfait certaines conditions de pincement (voir Harris et Pa-
ternain, 2008), ainsi que certains niveaux d’énergie compacts d'un hamiltonien convexe
dans R*.

Plus récemment, plusieurs travaux ont étudié 'existence de feuilletages de surfaces
plongées transverses au flot et leurs conséquences, voir de Paulo et Salomao (2018),
Hryniewicz et Salomao (2018) et Hryniewicz, Salomao et Wysocki (2023). Des feuilletages
transverses pour le tore de suspension des applications du disque ont été utilisés par
Bramham (2015a,b) pour étudier des pseudo-rotations.

La propriété la plus intéressante de ces feuilletages transverses est le fait que les
feuilles sont toujours la projection de courbes pseudoholomorphes dans la symplecti-
sation de la variété de contact. Comme nous verrons dans la construction des livres
brisés, ces projections seront le point de départ pour appliquer des chirurgies de Fried,
mais les feuilles du feuilletage final ne sont a priori pas des projections de courbes
pseudoholomorphes.

2.5. Enoncés principaux et applications

Dans cette section, nous énoncgons le résultat principal de Colin, Dehornoy et Recht-
man (2023) sur l'existence des livres brisés qui portent une forme de contact et nous
discutons ses conséquences dynamiques.

THEOREME 2.18 (Colin-Dehornoy—Rechtman). — Soit M une variété fermée orientée
de dimension 3. Toute forme de contact non dégénérée sur M est portée de facon O-forte
par un livre brisé.

Avant de rentrer dans les applications, nous remarquons que l’existence de livres
brisés a été généralisée aussi aux structures hamiltoniennes stables par Cardona et
Rechtman (2023). Précisons aussi que Colin, Dehornoy et Rechtman montrent qu’il
existe un voisinage U des formes de contact non dégénérées sur M tel que chaque forme
de contact dans U est portée de facon O-forte par un livre brisé.

Une question classique en dynamique concerne 'existence d’orbites périodiques pour
un certain flot et combien on peut en avoir. Si la conjecture de Seifert sur I'existence
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d’orbites périodiques pour tout champ de vecteurs sur S® a été réfutée par des contre-
exemples, d’abord de Schweitzer (1974) en topologie C*, et ensuite de Harrison (1988)
en topologie C3~¢ et de Kuperberg (1994) en topologie C*, le cadre des champs de Reeb
est différent. Weinstein (1979) conjecture que tout champ de Reeb (en toute dimension)
a au moins une orbite périodique. Viterbo (1987) donne une premiére preuve pour
des hypersurfaces de type contact de R*". La conjecture a été montrée pour S* par
Hofer (1993) et pour toute variété de contact de dimension 3 par Taubes (2007), en
utilisant le lien entre la théorie d’homologie de contact plongée ) (ECH pour Embedded
Contact Homology en anglais) et celle de Sieberg—Witten. Ensuite, Cristofaro-Gardiner
et Hutchings (2016) généralisent a toute variété de dimension 3 le résultat de Ginzburg,
Hein, Hryniewicz et Macarini (2013) sur S® : tout champ de Reeb a au moins deux
orbites périodiques. Il a été alors conjecturé que, pour un champ de Reeb sur une variété
de dimension 3, il y a soit 2, soit une infinité d’orbites périodiques. La conjecture a été
montrée pour la forme de contact standard agq sur S® par Hofer, Wysocki et Zehnder
(2003), sous I’hypothese que les variétés stables et instables des orbites périodiques
hyperboliques s’intersectent transversalement. Ensuite, la dichotomie a été montrée par
Cristofaro-Gardiner, Hutchings et Pomerleano (2019) si la structure de contact a de
la torsion. Grace a l'existence des livres brisés, Colin, Dehornoy et Rechtman (2023)
montrent le résultat en toute généralité.

THEOREME 2.19 (Colin-Dehornoy—Rechtman). — Soit M une variété de contact de
dimension 3. Tout champ de Reeb non dégénéré sur M admet soit 2, soit une infinité
d’orbites périodiques. Si M n’est ni S* ni un espace lenticulaire, alors il y a toujours
une infinité d’orbites périodiques.

En ce qui concerne les flots de Reeb en dimension 3 ayant exactement 2 orbites
périodiques, il s’agit de dynamiques assez bien comprises, notamment grace a Hutchings
et Taubes (2009), et plus récemment a Cristofaro-Gardiner, Hryniewicz, Hutchings et
Liu (2023). Ils montrent que, si R, est un champ de Reeb sur M avec exactement deux
orbites périodiques, alors la forme de contact a doit étre forcément non dégénérée, M
est difféomorphe a un espace lenticulaire ou a S? et les deux orbites périodiques sont
elliptiques.

Une autre question classique en dynamique concerne l’entropie topologique, une
quantité qui permet de mesurer la complexité de la dynamique sous-jacente. Par exemple,
pour un flot de classe C? en dimension 3 dont 1’entropie topologique est strictement
positive, le nombre d’orbites périodiques de longueur au plus L croit exponentiellement
vite par rapport a L, voir Lima et Sarig (2019). Pour un flot de Reeb, on peut se demander
s'il y a des contraintes topologiques sur la variété qui impliquent la stricte positivité
de son entropie. Dans cette direction, nous pouvons citer les travaux de Macarini et
Schlenk (2011) et de Alves (2016). Demander qu’une certaine réunion de noeuds, ayant
de propriétés de croissance en homologie, soit réalisé comme orbites périodiques force

9. Voir §3.1.
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aussi l'entropie a étre strictement positive, comme montré par Alves et Pirnapasov
(2022). En utilisant les livres brisés, les auteurs donnent des conditions suffisantes pour
avoir de I’entropie positive. Une variété M de dimension 3 est dite graphée si elle peut
étre décomposée, en coupant le long de tores disjoints plongés, en fibrés en cercle sur
une surface compacte a bord. Des exemples de variétés graphées sont la 3-sphere ou,
plus généralement, les fibrés de Seifert. Colin, Dehornoy et Rechtman (2023) montrent
alors le résultat suivant.

THEOREME 2.20 (Colin-Dehornoy-Rechtman). — Soit M une variété fermée orientée
de dimension 3 qui ne soit pas graphée. Alors tout champ de Reeb non dégénéré sur M
a une entropie topologique positive.

Le point de départ des preuves des ces applications dynamiques est ’existence d’'un
livre brisé portant le champ de Reeb donné. Il y a toujours la dichotomie suivante : soit le
livre brisé est un livre ouvert rationnel, soit la composante brisée K de la reliure est non
vide. Si K, # (), alors il existe des orbites périodiques hyperboliques avec des intersections
hétéroclines. Rappelons que, étant donné une orbite périodique v hyperbolique, nous
pouvons définir ses variétés stables et instables respectivement comme

We(7) i= {x € M : d(¢f*(x),7) T2 0} et
W"(v) :={z € M : d(¢{(z),7) ——> 0}.

Une branche de la variété stable (resp. instable) de v est une composante connexe de
We(y) \ v (resp. W*(v) \ 7). On dit de plus que deux orbites périodiques 71, 2 ont une
intersection hétérocline si W*(y1) N W*(72) # 0. Dans Colin, Dehornoy et Rechtman
(2023) on trouve le résultat suivant, en partie déja présent dans Hofer, Wysocki et
Zehnder (2003). On reviendra sur ce lemme dans §4.2.

LEMME 2.21. — Chaque branche de la variété stable (instable) de v € K, rencontre la
variété instable (stable) d’une orbite périodique ' € K.

Une caractérisation de I'entropie positive, due a Katok (1980) pour la dynamique dis-
crete sur les surfaces et a Lima et Sarig (2019) pour les flots en dimension 3, nous assure
qu'une dynamique a une entropie positive si et seulement s’il existe des intersections
hétéroclines transverses. Le lemme précédent ne suffit pas a assurer que l'entropie est
positive, par contre, si on demande que le champ de Reeb soit fortement non dégénéré,
i.e. tel que toute intersection hétérocline des orbites périodiques hyperboliques soit
transverse, alors, dés que K # (), nous avons une dynamique chaotique. Les champs de
Reeb fortement non dégénérés sont génériques parmi les champs de Reeb (voir Colin
et Honda (2013)). Une autre conséquence dynamique montrée par Colin, Dehornoy et
Rechtman (2023) est alors la suivante :

THEOREME 2.22 (Colin-Dehornoy—Rechtman). — Soit M une variété de dimension
3, fermée, orientée et soit R, un champ de Reeb fortement non dégénéré sur M. Si son
entropie topologique est nulle, alors R, est porté par un livre ouvert rationnel.
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2.5.1. FEuxistence de sections de Birkhoff. — Observons que le dernier théoréeme 2.22
nous donne des conditions suffisantes pour I'existence d’une section de Birkhoff pour le
flot de Reeb associé. Est-ce toujours le cas? Existe-t-il toujours une section de Birkhoff
pour un flot de Reeb non dégénéré ?

Fried (1983) a montré que tout flot d’Anosov (1) transitif admet une section de
Birkhoff. Tout flot de Reeb d’Anosov admet aussi une telle section : un tel flot est
en particulier un flot d’Anosov conservatif, donc transitif, voir Fisher et Hasselblatt
(2019, Corollaire 5.3.57) ; le résultat de Fried s’applique. En retirant ’hypothese d’étre
d’Anosov, Colin, Dehornoy et Rechtman (2023) formulent la conjecture suivante.

CONJECTURE 2.23. — Tout flot de Reeb admet une section de Birkhoff.

Dans le méme article, les auteurs montrent comment il est possible d’obtenir un livre
ouvert rationnel, et donc une section de Birkhoff, si nous supposons donné un flot de
Reeb non dégénéré tel que la composante brisée de la reliure du livre brisé associé
contient une seule orbite périodique. Dans des travaux ultérieurs, en partant des livres
brisés, il a été montré que la conjecture est vraie génériquement.

THEOREME 2.24. — Sur toute variété fermée, orientée, de dimension 3, I’ensemble des
formes de contact dont le flot de Reeb admet une section de Birkhoff est ouvert et dense
en topologie C°.

Ce résultat remarquable a été obtenu en parallele par Colin, Dehornoy, Hryniewicz
et Rechtman (2023) et par Contreras et Mazzucchelli (2022), comme corollaire des
théoremes ci-dessous. En particulier, ils trouvent deux conditions différentes pour assurer
I'existence d'une section de Birkhoff : les deux conditions s’averent étre C'*° génériques.

THEOREME 2.25 (Colin—-Dehornoy-Hryniewicz—Rechtman)

Soit o une forme de contact non dégénérée sur M. Supposons la mesure de Liouville
(o A da) /vol(a), ot vol(«a) := [y, a A dar, approchée par des orbites périodiques de R,
alors le flot de Reeb associé admet une section de Birkhoff.

Etant donné une orbite périodique v: R/TZ — M de période T > 0, si nous notons
Leb la mesure de Lebesgue sur R/TZ, la mesure % est une mesure de probabilité
invariante sous le flot de Reeb. On dit qu'une mesure de probabilité u est approchée
par des orbites périodiques si la mesure est point d’accumulation, pour la topologie

faible *, d’une suite de combinaisons finies convexes de mesures induites par des orbites

10. Un champ de vecteurs X sur M est dit d’Anosov si le fibré tangent & M admet une décomposition
invariante par le flot de X de la forme TM = E° @ RX @ E%, et telle que la dynamique contracte
uniformément dans le futur le long de E® et dans le passé le long de E*. Voir Fisher et Hasselblatt
(2019) pour la définition précise.
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périodiques, i.e. il existe ({7, p? I )ns0 tel que chaque 47 est une orbite périodique
de période T'(v}"), p} € (0,1],

)

Irie (2021) montre que pour une forme de contact C'*°-générique « définissant une

N, N,
> pf=1 Vn et p?méu,n%—l—oo.
=1 =1 T(

structure de contact donnée sur une variété de dimension 3, il existe une suite d’orbites de
Reeb périodiques qui est équidistribuée par rapport a da. Ce résultat et le théoreme 2.25
permettent alors de déduire immédiatement le théoreme 2.24.

THEOREME 2.26 (Contreras-Mazzucchelli). — Tout flot de Reeb fortement non dégé-
néré sur une variété fermée, orientée, de dimension 3, admet une section de Birkhoff.

Rappelons qu'un flot de Reeb est fortement non dégénéré si toute orbite périodique
est non dégénérée et si toute intersection des variétés stables et instables d’orbites
périodiques hyperboliques (pas forcément distinctes) est transverse. Dans leur article,
Contreras et Mazzucchelli appellent cette condition Kupka-Smale. En adaptant les
arguments de Peixoto (1967), il est possible de montrer que cette condition est vérifiée
pour une forme de contact C*-générique. Contreras et Paternain (2002) montrent que
le flot géodésique d’une métrique riemannienne C'*°-générique est aussi fortement non
dégénéré (autrement dit, Kupka—Smale). On en déduit alors un résultat d’existence
générique d’une section de Birkhoff aussi pour les flots géodésiques.

Pour le flot géodésique sur une sphere a courbure strictement positive, voir
Exemple 2.3, Birkhoff construit une section de Birkhoff, tout en ayant aussi des
informations sur sa topologie : la section est un anneau. Le flot géodésique sur une
surface riemannienne a courbure strictement négative a toujours une section de Birkhoff
de genre un, voir Fried (1983). Contreras, Knieper, Mazzucchelli et Schulz (2022)
considerent une surface riemannienne (5, g) fermée orientable, de genre au moins égal
a un; si son flot géodésique n’a pas d’orbite périodique simple contractile sans points
conjugués, alors ils construisent une section de Birkhoff de genre 1, avec une borne
explicite sur le nombre de composantes du bord.

2.5.2. C?-stabilité structurelle des flots géodésiques sur une surface fermée. — L’exis-
tence des livres brisés a permis aussi a Contreras et Mazzucchelli (2024) de répondre a
la question de la stabilité structurelle pour les flots géodésiques dune surface fermée.

DEFINITION 2.27. — Le flot géodésique d’une surface riemannienne fermée (S, g) est
C?-structurellement stable s’il existe un voisinage V de g dans espace des métriques
riemanniennes sur S, muni de la topologie C?, tel que pour chaque g1 € V il y a un
homéomorphisme 1 T;S — TgllS entre les deux fibrés unitaires tangents, qui envoie les
orbites du flot géodésique de g sur les orbites du flot géodésique de g .

Conjecturée pour les difféomorphismes C* par Palis et Smale, la conjecture de la sta-
bilité structurelle pour les flots géodésiques des métriques riemanniennes a été montrée
par Contreras et Mazzucchelli (2024).
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THEOREME 2.28 (Contreras—Mazzucchelli). — Les flots géodésiques C?-structurelle-
ment stables d’une surface riemannienne fermée sont d’Anosov.

Ce résultat se déduit du théoreme suivant, grace au fait que le flot géodésique est un
flot de Reeb sur le fibré unitaire tangent :

THEOREME 2.29 (Contreras-Mazzucchelli). — Soit (M, ) une variété de contact de
dimension 3 telle que 'adhérence Per(R,) de la réunion des orbites périodiques de R,
est hyperbolique et telle que les variétés stables et instables des orbites périodiques (pas
forcement la méme orbite) s’intersectent transversalement. Alors le flot de Reeb associé
est d’Anosov.

Rappelons qu’un ensemble A est hyperbolique pour un flot ¢; d’une variété rieman-
nienne M si A est un ensemble compact, invariant par le flot ¢, tel que TAM =
Uzen T M se décompose comme E° @ R%]t:(@t @ £ et tel que les conditions suivantes
soient vérifiées. Il existe C' > 0et 0 < A < 1 < p tels que, pour tout £ > 0 et tout x € A,
on a

DG ()| o) | < CA" et ID¢—+(2)|puw | < Cp"

Nous renvoyons a Fisher et Hasselblatt (2019) pour plus de précisions. Le théoréme 2.29
est utilisé pour montrer que, étant donné une métrique g, si toutes les métriques g¢;
suffissmment C? proches de g sont telles que le flot géodésique sur (S, g;) n’a pas
de géodésique fermée elliptique, alors le flot géodésique sur (.9, g) doit étre d’Anosov.
Cela permet alors d’arriver a la dichotomie générique suivante : parmi I’ensemble des
métriques riemanniennes, il existe un sous-ensemble ouvert dense en topologie C? tel que
le flot géodésique associé a une métrique dans ce sous-ensemble a une géodésique fermée
elliptique, ou bien est d’Anosov. Cette dichotomie et le fait qu’un flot géodésique ayant
une geodésique fermée elliptique ne peut pas étre C2-structurellement stable entrainent
alors le théoreme 2.28.

La preuve du théoreme 2.29 repose sur l'existence d’une décomposition en livre brisé
qui porte « et qui permet d’avoir des R,-sections (les pages du livre brisé). Dans le
méme esprit, Contreras et Oliveira (2004) avaient utilisé les feuilletages d’énergie finie
de Hofer, Wysocki et Zehnder pour montrer I'existence d’un ensemble ouvert dense en
topologie C? de métriques riemanniennes sur S? dont le flot géodésique a une géodésique
fermée elliptique.

3. Sur la preuve de l’existence des livres brisés

Le but de cette section est de donner les idées principales de la construction des
livres brisés. Pour cela, nous aurons d’abord besoin de présenter les deux outils a la
base de cette construction : la U-map de la théorie de 'homologie de contact plongée
(Embedded Contact Homology) et le procédé de désingularisation de Fried.
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3.1. Rappels sur ECH et les courbes J-holomorphes comptées par la U-map

Nous donnons les définitions principales de ’homologie de contact plongée (ECH) qui
permettent de comprendre la preuve de Colin, Dehornoy et Rechtman. Une référence
standard est Hutchings (2014). Voir aussi le séminaire Bourbaki de Humiliere (2021).

Soit (M, o) une variété de contact de dimension 3 et R, le champ de Reeb associé a
la forme de contact «. Supposons que « est non dégénérée. Cette hypothese est vérifiée
C*-génériquement pour «, comme 'ont montré Colin et Honda (2013). On peut penser
a ECH comme a une généralisation de 'homologie de Morse. Les générateurs sont des
couples d’orbites périodiques et d’entiers positifs. Plus précisément, fixons une classe
d’homologie I' € Hy(M). Un générateur ECH pour I' est un ensemble fini de couples

{(rylvml% EIR) <7n7mn)} ou :
1. les 7; sont des orbites périodiques simples et distinctes du champ de Reeb R, ;

2. les m; sont des entiers positifs;
3. la classe d’homologie >, m;[vi] € Hi (M) est T';
4. si v; est hyperbolique, alors m; = 1.

Dans la suite, on parlera de générateur ECH en faisant référence a un générateur ECH
pour une classe I', si la classe d’homologie I' est évidente dans le contexte, ou bien a
un ensemble fini de couples {(7;, m;)}7; qui vérifient toutes les conditions précédentes,
sauf la condition 3. On regarde le complexe de chaines ECC(M, o, I') sur Z/2Z engendré
par les générateurs ECH. Afin de définir ’homologie de ce complexe de chaines, nous
avons besoin d'une différentielle, qui est introduite a 1’aide d’une structure presque
complexe J et d'un certain indice ECH. Rappelons que la symplectisation de M est
la variété symplectique (R x M, w), i.e. une variété différentielle munie d’une forme
différentielle w de degré 2, fermée et non dégénérée, ot w = d(e'a) et ou t est la
coordonnée dans R. Une structure presque complexe J sur R x M est admissible si J est
R-invariante, si J(0t) = Ry, si J(Ra) = —0t et si J envoie la structure de contact & sur
elle-méme, de maniere compatible avec 'orientation de da. Fixons alors une structure
presque complexe admissible J sur R x M. En ce qui concerne 'indice ECH, il s’agit
d’un nombre qu’on associe & une courbe J-holomorphe : nous renvoyons & Hutchings
(2014) pour la définition.

Nous donnons maintenant l'idée de la définition de la différentielle 0 de ECH.
Soient v = {(¢;,m;)} et v = {(v,1;)} deux générateurs ECH. On écrit 0y =
37 gon. ECu OV, T)T, ot le coefficient (0v, v) € Z/27Z est le nombre mod 2 de certaines
courbes J-holomorphes dans R x M. Précisément, on compte les courbes J-holomorphes
d’indice ECH égal & 1 qui convergent vers {400} x 3, m;1; en les extrémités positives
et convergent vers {—oo} x Y, L;i; en les extrémités négatives. Les courbes d’indice 1
sont des réunions de (revétements multiples de) cylindres triviaux, i.e. de cylindres
R x {8}, ou (8 est une orbite périodique de Reeb, et de courbes plongées d’indice 1.
Notons M (1, ) I'ensemble de ces courbes 'Y, L’espace quotient M, (1), ) /R est fini

11. Modulo équivalence : deux courbes sont équivalentes s’elles induisent le méme courant.
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pour un choix générique de la structure presque complexe. Le coefficient (0, v) € Z /27
est alors égal au cardinal de cet espace mod 2. L’homologie du complexe de chaines
ECC(M, a,T') est notée ECH(M, o, T, J).

Dans le cadre de 'homologie de contact plongée, il est possible de définir des structures
supplémentaires, qui seront utilisées dans la construction des livres brisés. Nous aurons
besoin, en particulier, de la définition de la U-map, que nous présentons ci-dessous.

Fixons un point générique z € M : ici générique signifie que z n’est pas périodique
pour R,. Considérons deux générateurs ECH, notés ¢ = {(¢;,m;)} et v = {(vi, ;) }.
Si on note Utp = 3. won. gon (U, 7)7, le coefficient (Uv,v) est le nombre mod 2 des
courbes J-holomorphes suivantes : on compte les courbes J-holomorphes d’indice ECH
égal a 2, qui convergent vers {400} X >, m;1); en les extrémités positives et convergent
vers {—oo} x Y, l;v; en les extrémités négatives, et qui passent par le point (0, z) € Rx M.
Les courbes d’indice ECH égal a 2 sont réunion de (revétements multiples de) cylindres
triviaux et de courbes plongées d’indice 2. Comme pour la différentielle 0, il est en
effet possible de montrer que 'ensemble de ces courbes ('?) est fini. De plus, ce nombre
mod 2 ne dépend pas du point générique z choisi. Cela revient a dire que My (1), v)/R,
I’ensemble des courbes holomorphes d’'indice ECH égal a 2 de ¥ a v et passant par un
point générique, quotienté par R, est fini.

La propriété clef de la U-map qu’on utilise pour la construction des livres brisés est
sa non-trivialité.

PROPOSITION 3.1. — Soit o une forme de contact non dégénérée sur M. Il existe e
Hi(M) tel que U(T') # 0, i.e. tel qu’il existe un générateur ECH, noté ¢ = {(;, M)},

A~

pour lequel S, ;] =T et Uth # 0.

Nous renvoyons a Hutchings et Taubes (2009, Proposition 2.8) pour la preuve du
résultat ci-dessus. Nous soulignons que la non-trivialité de la U-map peut étre montrée
de deux fagons, mais toutes les deux preuves doient passer par un lien entre I’homologie
de contact plongée et une autre homologie. Taubes a montré que ECH est isomorphe
a ’homologie de Seiberg-Witten, dans la version définie par Kronheimer et Mrowka
(2007) : la non-trivialité suit alors des propriétés de cette derniére. Colin, Ghiggini
et Honda (2020) ont montré, dans une série de plusieurs articles, que ’homologie de
contact plongée est isomorphe a une version de I’homologie d’Heegard—Floer : dans cette
derniere, la U-map associée devient assez simple et la non-trivialité en découle.

Rappelons aussi la notion d’action d’une orbite et d'un générateur ECH.

DEFINITION 3.2. — Soient « une forme de contact sur M et R, le champ de Reeb
associé. Soit vy une orbite périodique pour R, alors son action est A(vy) = [, a. Soit
{(yi;mi)} un générateur ECH, alors son action est A({(vi,mi)}) := >;m; [, a.

12. Modulo équivalence.
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L’action d’un générateur ECH est plus grande que 'action de I'image du générateur
par la différentielle 0, ou bien par la U-map. La notion d’action ci-dessus sera utilisée
pour définir 'ensemble P de la proposition suivante.

PROPOSITION 3.3. — [l existe un ensemble fini P d’orbites périodiques tel que, pour
chaque point générique (i.e. non périodique) z € M\P, il existe une courbe J-holomorphe
d’indice ECH égal & 2, qui passe par le point (0,z) € R x M et qui converge vers
{+o0} x P (resp. {—o0} x P) en les extrémités positives (resp. négatives).

Démonstration. — Soit 1) = {(¢;,m;)} un générateur ECH vérifiant U1) # 0, comme
dans la proposition 3.1. Nous notons P l'’ensemble des orbites de Reeb périodiques ~y
dont Paction A(7) est bornée par A(t)). Comme le point z € M \ P n’est pas périodique
et que la U-map ne dépend pas du choix du point z, le fait que U ﬁ # 0 garantit
lexistence d’une courbe J-holomorphe d’indice ECH égal & 2 qui passe par le point
(0,2) € R x M et dont les extrémités positives (resp. négatives) sont asymptotiques au
produit de {+o0} (resp. {—o0}) et d’une combinaison d’orbites périodiques dans P, car

la U-map décroit 'action. O

Dans la suite, nous aurons besoin de construire des courbes J-holomorphes qui passent
par chaque point, pas seulement par un point générique. Chaque point z est limite d’une
suite de points génériques (z,),. Par la proposition 3.3, nous avons alors une suite de
courbes J-holomorphes d’indice ECH 2. Il faut comprendre la limite de cette suite. On
renvoie a Hutchings (2014, Lemma 5.12).

LEMME 3.4. — Soient ,v deux générateurs ECH. Soit {C;};>0 une suite dans
My(,v)/R. I existe une sous-suite qui converge
— soit vers un élément de Ms(Y,v)/R;
— soit vers une courbe J-holomorphe brisée qui est un couple (C*,C7) de courbes
J-holomorphes d’indice ECH égal d 1 telles que les bouts négatifs de Ct et les
bouts positifs de C'~ sont asymptotiques.

FIGURE 6. Exemple d’une courbe J-holomorphe brisée.
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Rappelons que le nombre d’intersection de deux courbes J-holomorphes Cy: ¥; —
R x M,Cy: X9 — R x M en un point d’intersection transverse C(z1) = Ca(23) = p est
positif si I'orientation induite sur im dC(z;) @ im dCy(z2) par les orientations de 7%, ¥
et de T,,%, coincide avec 'orientation de T,(R x M).

LEMME 3.5. — Soient C;: X1 = Rx M, Cy: ¥y — R X M deux courbes j—holomorphes
plongées dans R x M d’intersection non vide. Soit p = C1(21) = Co(29). Alors
— soit il existe un voisinage Uy C Xy de z1 et un voisinage Uy C Yo de zo tels que
Cl(Ul) B CQ(UQ) 5y
— soit p est un point d’intersection isolé; dans ce cas, le nombre d’intersection en p
est positif.

3.2. Sur la chirurgie de Fried

L’autre outil principal de la construction des livres brisés est la chirurgie de Fried
sur des surfaces, que nous allons rappeler brievement dans ce paragraphe. On renvoie a
Fried (1983).

Soit X un champ de vecteurs non singulier sur la variété M de dimension 3. Soit S
une surface compacte avec bord, immergée dans M, telle que 05 est tangent a X et
int(S) est positivement transverse a X.

Une chirurgie de Fried sur S est une opération qui donne une nouvelle surface de la
facon suivante :

— mettre S en position transverse avec une perturbation générique. On obtient alors
une nouvelle surface S dont l'intérieur est encore positivement transverse a X et
telle que les autointersections se composent d'un nombre fini de courbes de points
d’intersection double et d’un nombre fini de points isolés d’intersection triple. Les
points d’intersection triple sont toujours dans 'intérieur de S, tandis que les points
d’intersection double peuvent étre aussi sur le bord.

— Désingulariser S en coupant et collant le long des intersections pour obtenir une
surface S dont l'intérieur est plongé et toujours positivement transverse a X.

Nous soulignons que le fait de désingulariser les intersections tout en restant transverse
au champ de vecteurs ne crée pas d’ambiguité sur comment coller la surface. Voir Figures
7, 8 et 9. Fried utilise cette procédure pour montrer que tout flot d’Anosov transitif
admet une section de Birkhoff.

Remarque 3.6. — Observons que, étant donné une droite de points d’autointersection
double qui a une extrémité sur le bord de la surface (voir Figure 8), il est possible de
réaliser la chirurgie en regardant le tore obtenu en éclatant 1’orbite périodique . Une
telle orbite périodique est a la fois transverse a la surface et contenue dans son bord.
Considérons le tore T.,, obtenu comme éclatement de 'orbite «y. La trace de la surface
sur T, se compose de deux courbes fermées. La courbe qui correspond a la surface
transverse a v est un méridien. La courbe qui correspond a la surface dont le bord
contient v est dans une classe d’homologie (a,b) du tore. La chirurgie de Fried modifie
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Ficure 7. Comment désingulari- FIGURE 8. Comment désingulari-
ser une courbe de points doubles ser une courbe de points doubles
dans l'interieur. qui arrive sur le bord.

fii-

A3

<

FI1GURE 9. Comment désingulari-
ser un point triple.

alors la surface de facon a ce que sa trace sur le tore T, devienne (a % 1,b), ou le signe
est lié¢ a I'orientation induite par le champ de vecteurs prolongé sur T,. Voir Figure 10.

B L

FiGURE 10. La chirurgie de Fried vue sur ’éclatement d’une orbite périodique
du bord.

3.3. Construction d’une R,-section en chaque point

Soit R, le champ de Reeb associé a une forme de contact o non dégénérée sur une
variété M fermée, orientée, de dimension 3. La non-trivialité de la U-map permet d’obte-
nir le résultat suivant. Soit P ’ensemble fini d’orbites périodiques de la proposition 3.3 ;
en particulier, il existe C' > 0 tel que 'action de chaque orbite dans P est bornée par C'.



1223-23

PROPOSITION 3.7. — Pour tout point z € M, il existe une surface S C M passant
par z telle qu’il existe un ensemble fini {xy,...,xn} de points de int(S) vérifiant les
propriétés suivantes :
— S est immergée en dehors de {xy,...,xN};
— int(S) est positivement transverse au champ de Reeb en dehors de {z1,...,xn};
— 0S8 est contenu dans P.
De plus, si z € M\ P, alors z appartient a int(S).

Démonstration. — Soit z € M et (z,), une suite de points génériques (i.e. non pério-
diques) dans M \ P qui converge vers z. Considérons alors la symplectisation de M et le
point (0, z) € R x M. Par la proposition 3.3, pour chaque point z, il existe une courbe
J-holomorphe w,, dans R x M dont les extrémités positive et négative convergent vers
des ensembles finis d’orbites périodiques (multiples) contenues dans P. Par le lemme
3.4, quitte & extraire une sous-suite, la suite de courbes (u,,), converge vers une courbe
J-holomorphe (brisée) u d’indice ECH égal & 1 ou 2, dont les extrémités sont toujours
asymptotiques a des orbites dans P. Grace a Siefring (2008), nous savons que cette
courbe u, au voisinage des extrémités positive et négative, n’est pas tangente au plan
(0t, R,). Par les propriétés des applications holomorphes, il est possible de montrer que
I’ensemble des points de u qui sont tangents au plan (0t, R,) est fini. Considérons la
projection de la courbe u sur la variété M, i.e. on projette le long de la coordonnée t € R.
On a alors une surface S qui passe par le point z. Cette surface est immergée sauf au
plus en un ensemble fini de points : ce sont les points qui correspondent a la projection
des points de tangence de u avec le plan (0t, R,). Notons ces points xy,...,xy. En
dehors de ces points, S est positivement transverse au champ de Reeb, car en chaque
x € S\{x1,...,xn}, sionnote & € R x M le point qui se projette sur x et qui appartient
a 'intersection de la courbe u et de la courbe tangente a (0t, R,) passant par Z, le
nombre d’intersection de & € R x M est positif par le lemme 3.5. O

En partant de la surface S donnée par la proposition 3.7, 'outil de la chirurgie de
Fried transforme S en une R,-section O-forte passant par le point z.

PROPOSITION 3.8. — Pour tout point z € M \ P il existe une R,-section O-forte dont
l"intérieur passe par z et dont le bord est contenu dans P.

Démonstration. — Soit z € M \ P. La proposition 3.7 nous donne une surface S C M
passant par z immergée en dehors d’un ensemble fini {z1, ..., zy} de points. Nous allons
modifier S différemment autour des points x4, ..., xx et loin de ces points. Pour chaque
point z; on construit une boite de flot B; ~ D? x [—1,1] telle que z; € int(B;), et telle
que B; ne rencontre pas le bord de S.

D’abord, nous travaillons loin des points z;, i.e. sur M \ UY, B;. Nous allons faire
une chirurgie de Fried. Faisons une premiere perturbation générique de S afin de mettre
la surface en position transverse en dehors des boites de flot. Ceci est possible en
restant aussi positivement transverse au champ de Reeb sur M \ X, B;. On obtient une
surface S telle que 8S = 9S. Considérons la variété Mpyg, i.e. la variété & bord obtenue
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en éclatant les orbites périodiques de 9S = 8S. Notre surface S nous donne alors une
surface a bord Spg C Mys.

Quitte a faire une autre perturbation générique, nous pouvons supposer que Syg est
aussi positivement transverse a l’extension de R, sur le bord de Myg. Cela va nous
assurer la condition 0-forte sur le bord pour la section que nous allons construire.

Maintenant, nous pouvons faire une chirurgie de Fried pour résoudre les autointersec-
tions de la surface Spg dans Myg \ Ufil B;. Cela nous donne une surface dont l'intérieur
est plongé dans Myg \ Uf\il B;. Pour repasser de Mys a M, nous allons modifier la
surface sur le bord. Sur un voisinage de chaque composante connexe du bord de Mg,
nous modifions la surface obtenue via des isotopies toujours positivement transverses
au champ de Reeb afin d’obtenir, sur la composante du bord de Myg concernée,

— soit une collection de méridiens : dans ce cas 'orbite périodique dans 0.5 corres-
pondant a cette composante du bord de Myg n’est plus dans le bord de la nouvelle
surface ;

— soit une courbe transverse aux méridiens : dans ce cas, 'orbite périodique reste
toujours dans le bord de la nouvelle surface.

En faisant 'opération inverse de I’éclatement et en « écrasant » chaque composante
du bord de Myg sur l'orbite périodique de départ, nous obtenons une surface S , dont
le bord est contenu dans 95 et dont 'intérieur est plongé dans M \ UN, B;. De plus,
Vintérieur de S est positivement transverse au champ de Reeb et S satisfait la condition
O-forte le long de son bord.

11 reste alors seulement & modifier notre surface S dans les boites de flot. Fixons une
boite de flot B;. La surface S intersecte le bord vertical de B;, i.e. la composante du
bord qui correspond & dD? x [—1,1], selon une sous-variété de dimension 1 sans bord,
autrement dit, dans une collection plongée de cercles |J; C;. On peut alors modifier notre
surface en ajoutant, pour chaque cercle C;, un disque D; C B; ayant C; comme bord et
qui est bien positivement transverse au champ de Reeb, voir Figure 11. En faisant cela
pour toute boite de flot, on obtient la R,-section d-forte recherchée. O]

FIGURE 11. Comment modifier la surface dans la boite de flot B;.
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3.4. Auto-enlacement et composantes brisée et radiale de la reliure

Comme nous 'avons vu, la reliure est réunion de deux composantes, la composante
brisée et la composante radiale. L’outil qui va nous permettre de comprendre comment
distinguer ces deux composantes est 'autoenlacement d’une surface avec une orbite.

Rappelons que, étant donné une R,-section S, Myg est la variété a bord obtenue en
éclatant les orbites périodiques du bord 9S. Chaque orbite v € 95 est éclatée en un
tore T,. La surface S induit sur Mpg une surface a bord Sps. Le champ de Reeb R, est
prolongé sur chaque tore T, par le linéarisé.

DEFINITION 3.9. — Soit S une R,-section O-forte et soit v une orbite périodique dans
0S. L’autoenlacement de vy avec S, noté Enl(y,S) € R, est le nombre de rotation du
prolongement de R, sur T, calculé par rapport a la trace Sps N'T, de S sur le tore.

Précisons. Nous pouvons voir 1’éclatement de v comme le fibré trivial v x S!. La
trace de S sur T, peut étre vue comme le choix de (au moins) un point sur chaque
fibre (¢) x S*. Fixons v € y(0) x S'. En utilisant 'extension du champ de Reeb, nous
pouvons considérer orbite de v : pour chaque ¢, I'image D¢;* (v) est dans v(¢) x S'. En
ayant la trace de S comme repére, nous pouvons associer a chaque ¢ 'angle de D¢;* (v)
et construire une fonction angle t € R +— 6(t) € R/Z. Un relevé est alors une fonction
continue #: R — R. Le nombre de rotation peut étre défini comme la vitesse angulaire
moyenne de v, i.e. la limite lim,_, o 0()/t.

Ezxemple 3.10. — Considérons l'orbite v = {0} x S! dans §® C C2%. Soit S 'adhérence
du disque {(z1,22) € C*: m=1e€ S}, Sur le tore T, la trace de S est le cercle
{1} x S*. Supposons que le champ de Reeb se prolonge sur T, comme (e*™, ™) s
(2mife® i 2mie?™s) pour 6 € R fixé. Alors I'autoenlacement de v avec S est égal a 270 :
sur chaque fibre, la trace de S correspond toujours au point 1, tandis que la dynamique

au temps ¢ agit comme la rotation d’angle 276t.

Rappelons que P est I'ensemble des orbites périodiques dont l'action est bornée
par 'action A(zﬂ), ol 1 est un générateur ECH qui vérifie U4 # 0, construit dans la
proposition 3.1. Etant donné une orbite hyperbolique, ses variétés stables et instables
décomposent un petit voisinage de 'orbite en quadrants. Nous allons raffiner la preuve
de la proposition 3.8 pour mieux comprendre les types d’orbites qui constituent les
bords des R,-sections trouvées.

LEMME 3.11. — Soit v € P. Alors une des conditions suivantes est vérifiée :
1. il existe une R.-section O-forte S transverse a 7y ;

2. il existe une R,-section O-forte S telle que v C 0S et Enl(~,S) est non nul;

3. il existe une R,-section O-forte S telle que v C 0S et Enl(y, S) est nul. Le cas
échéant, 'orbite v est hyperbolique et il y a au moins une R,-section O-forte dans
chaque quadrant de v qui contient v dans son bord.
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Démonstration. — Ce lemme est un raffinement de la preuve de la proposition 3.8.
En particulier, le point intéressant est ce qu’on peut déduire sur une certaine orbite
périodique a partir de conditions sur 'autoenlacement, voir le point 3. Dans cette preuve,
quand on parle de chirurgie de Fried, on fera référence toujours au procédé décrit dans
la preuve de la proposition 3.8.

Soit z € v et soit S la surface donnée par la proposition 3.7 et qui passe par le point z.
Comme les points en lesquels la surface n’est pas immergée sont loin de P, au moins
une des conditions suivantes est vérifiée :

1. la surface S est transverse a v en z;
2. le point z est contenu dans 05 et Enl(~,S) # 0;
3. z € 0S et Enl(v,S) = 0.

Plusieurs de ces conditions peuvent étre vérifiées simultanément.

Nous pouvons appliquer le méme schéma de résolution a la surface S décrit dans la
proposition 3.8 : il faut alors comprendre comment 1’autoenlacement peut varier.

Supposons que seule la condition 1 est vérifiée. La chirurgie de Fried décrite dans la
proposition 3.8 nous donne encore une surface transverse a v en z.

Supposons que seule la condition 2 est vérifiée. La surface produite par chirurgie est
une surface qui contient v dans son bord et 'autoenlacement ne peut pas changer, il
reste non nul.

Si la surface S vérifie la condition 1 et la condition 3, alors on doit défaire un point
d’intersection double sur le bord, et la chirurgie nous donne une surface qui contient
encore 7 dans son bord, mais 'autoenlacement doit changer et, en particulier, il devient
non nul.

Si la surface .S satisfait les conditions 1 et 2, alors la chirurgie va donner une nouvelle
surface qui contient encore v dans le bord. Le processus de désingularisation de la
surface change 'autoenlacement, mais, dans ce cas, de facon cohérente avec la surface
initiale. En particulier, I’autoenlacement reste non nul.

Il nous reste alors un cas a discuter : supposons que S satisfait la seule condition 3.
En particulier, la chirurgie de Fried ne change pas la surface proche de v et I'orbite
reste dans le bord de la surface, méme aprés chirurgie. La projection de la courbe J-
holomorphe satisfait les asymptotiques de Hofer, Wysocki et Zehnder (1996) (voir aussi
Siefring, 2008). Il existe alors un voisinage v x D? de l'orbite 7 tel que, si on munit D?
des coordonnées polaires (6, ) et si on note T' la période de ~, la projection de la courbe
J-holomorphe est tangente au premier ordre & une demi-hélice (¢,7) — (y(t), 7t/T,r)
dans v x D?. L’orbite v est alors hyperbolique : en effet, si elle était elliptique, son
autoenlacement avec la surface serait dans R\ QQ, mais cela serait en contradiction avec
I'hypothese Enl(y, S) = 0.

De plus, il est possible de montrer que la surface reste toujours dans le méme quadrant
déterminé par les variétés stables et instables de . Supposons par I'absurde que la surface
sorte d'un quadrant. Comme elle est tangente au premier ordre a notre demi-hélice,
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et comme l'intérieur de la surface est toujours positivement transverse au champ de
Reeb, la surface doit revenir dans le méme quadrant en faisant un tour. Ceci est en
contradiction avec le fait que l'autoenlacement est nul. Toujours dans le cadre de la
condition 3, il est possible de montrer qu’il existe au moins une R,-section par quadrant
dont le bord contient . Nous pouvons approcher le point z € v par une suite de points
génériques (z,), contenus dans un quadrant fixé. On a alors une suite de R,-sections S,,,
chacune passant par z,. La section candidate contenue dans le quadrant est alors la
limite des S,,. Or, chaque S,, ne peut pas sortir du quadrant et cela reste vrai pour la
limite. On peut démontrer que cette limite est une R,-section qui contient v dans son
bord, et qui est contenu dans le quadrant fixé. Comme cette construction est possible
pour chaque quadrant, on obtient le résultat cherché. [

3.5. Construction du livre brisé

Dans la section précédente, nous avons construit une R,-section pour chaque point :
il faut maintenant en choisir un nombre fini, tout en s’assurant de pouvoir « capturer »
toutes les orbites.

PROPOSITION 3.12. — Il existe un nombre fini de R,-sections O-forte Ry, ..., R, telles
que

— int(R;) Nint(R;) = O pouri # j;

— R = U2, R; rencontre toute orbite.

Démonstration. — Soit 1& un générateur ECH tel que U ?ﬂ # 0, comme construit dans
la proposition 3.1. Considérons ’ensemble P des orbites périodiques dont 'action est
bornée par I’action de 1/3 Soit U un voisinage ouvert de P. Par compacité, nous pouvons
recouvrir M \ U avec un nombre fini de boites de flot centrées en des points z1, ..., zy.
Par la proposition 3.8, en chaque point de M \U il passe au moins une R,-section J-forte
dont le bord est contenu dans P. Pour chaque z;, par compacité de 'adhérence de la
boite de flot centrée en z;, il existe un nombre fini de R,-sections, notées Ri, ... ,Rini,
dont la réunion rencontre toutes les orbites de la boite de flot.

Considérons alors
N m;

R::UURz..

i=1j=1
La surface R rencontre alors toutes les orbites de M \ U. On ne peut pas assurer qu’il
n’y a pas d’autointersections de R. Nous appliquons la procédure de désingularisation
de Fried & R et nous obtenons une surface R qui est une collection finie de surfaces
disjointes, chacune étant une R,-section 0-forte. Plus précisément, nous avons

M
RF - U Si7
=1

ot chaque S; est une R,-section d-forte, int(S;) Nint(S;) = O pour i # j, RY rencontre
les orbites de tous les points dans M \ U, et le bord satisfait IR C P.
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Nous allons maintenant analyser la surface RY autour de P. Soit alors v € P. S'il
existe S; transverse a -y, alors toutes les .S; sont transverses a 7 : en fait, 'orbite v n’est
pas dans ORY.

Supposons maintenant qu’aucune surface .S; ne soit transverse a . Par le lemme 3.11,
il existe une R,-section O-forte, qu'on va noter S, telle quune des conditions suivantes
est vérifiée :

1. v est transverse a S, ;
2. v C 05, et autoenlacement satisfait Enl(v, S,) # 0;
3. v C 0S8, et autoenlacement satisfait Enl(v, S,) = 0.

Dans les cas 1 et 2, nous considérons R U S., et, par chirurgie de Fried, nous obtenons
une nouvelle collection finie R de sections. L’orbite  est contenue dans le bord R et,
soit par transversalité, soit car Pautoenlacement est non nul, la nouvelle surface R va
rencontrer aussi les orbites autour de 7, en plus des orbites dans M \ U.

Dans le cas 3, nous savons que l'orbite v est hyperbolique et qu’il existe au moins
une R,-section contenue dans chaque quadrant déterminé par les variétés stables et
instables. Pour des questions techniques de construction du modele local du livre brisé
autour des orbites périodiques de ce type, nous voulons garder aussi une section par
quadrant dans notre réunion finie de R,-sections.

Notons (Sé)ie ; la famille des sections qui localement sont dans les quadrants de ~. Si
I'orbite est hyperbolique positive, nous avons 4 sections, si elle est négative, nous avons
2 sections. Considérons la réunion

R US,U (US§> :
iel
Par chirurgie de Fried sur la surface ci-dessus, nous obtenons une nouvelle collection
de sections R telle que v C IR et qui rencontre toutes les orbites autour de v et dans
M\U.

Comme P est un ensemble fini et quitte a remplacer RY par la réunion des sections
obtenue en suivant la procédure décrite précédemment pour une orbite périodique, on
peut répéter ce schéma pour toutes les orbites dans P. La collection finale des surfaces
est 'ensemble de R,-sections recherché. O

Remarque 3.13. — Soit z un point tel qu’il existe T' > 0 pour lequel la demi-orbite
gbf}‘f +OO)(Z) ne rencontre pas la collection R de sections donnée par la proposition 3.12.
Il est alors possible de montrer que le point z doit converger vers une orbite v € OR.
De plus, cette orbite est hyperbolique et le point z appartient a sa variété stable. Il est
aussi possible de déduire que, dans la construction de R, I'orbite v doit étre une orbite
dont l'autoenlacement est nul (sinon un tel point z ne pourrait pas exister) : chaque
quadrant de  contient alors localement au moins une R,-section. Ces orbites seront les
orbites de la composante brisée de la reliure.
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Nous pouvons maintenant conclure la construction du livre brisé en partant de la
collection finie de R,-sections.

Remarque 3.14. — Si toute orbite rencontre une infinité de fois la collection de sec-
tions R, alors il est possible d’ordonner les sections rencontrées et nous allons obtenir
un livre ouvert rationnel.

Démonstration du théoréeme 2.18. — L’idée pour construire le feuilletage du livre brisé
consiste a trouver un nombre fini de R,-sections dont la réunion rencontre toutes les
orbites. Il sera alors suffisant de pousser par le flot chacune de ces sections pour avoir
notre feuilletage candidat. La reliure du livre brisé est la réunion finie des bords des
R,-sections de départ. Un point délicat de la construction sera d’assurer que les modeles
locaux autour des orbites de la reliure sont ceux de la définition de livre brisé. Précisons
cette idée.

La proposition 3.12 nous assure I’existence d'une collection finie de R,-sections 0-forte
qui rencontre toutes les orbites :

m
R = U R;.
i=1
Parmi les orbites qui composent le bord 0R, nous pouvons considérer celles qui sont
hyperboliques et qui ont un autoenlacement nul avec R. Elles sont en nombre fini et
nous les notons vy, ...,7. Toujours par la construction faite dans la proposition 3.12,
pour chaque orbite de ce type, il y a une R,-section par quadrant. Nous modifions R
en doublant les sections contenues dans les quadrants des orbites hyperboliques d’au-
toenlacement nul : pour doubler une section, il suffit de la pousser par le flot du champ
de Reeb R,. Donc, notre collection R est a présent
m n ~
UruUR;,
i=1 j=1
ou chaque Rj est la copie d'une section contenue dans le quadrant d’une orbite v, k =
1,...,l. Par un abus de notation, nous continuons a noter R la collection finie avec les
doublons de sections. Maintenant, pour chaque orbite v,k =1, ..., [, nous enlevons un
voisinage de type Morse de cette orbite, voir Figure 12.

Observons qu’en poussant par le flot de Reeb la réunion des sections R, nous obtenons
un feuilletage qui rencontre toutes les orbites de M\ JR et chaque feuille est positivement
transverse au champ de Reeb. Il nous reste a comprendre les modeles locaux autour des
orbites périodiques de OR.

Considérons alors une orbite v € OR. Il y a deux possibilités.

e Si Enl(,R) # 0, alors les orbites autour de + rencontrent R une infinité de fois et
il est possible de définir pour ces orbites une application de premier retour sur R. En
particulier, une telle orbite autour de v peut étre décomposée en segments compacts,
dont les extrémités sont les intersections successives avec R. En poussant les sections
par le flot pour obtenir notre feuilletage, le modele local autour de v est alors celui d'un
livre ouvert rationnel.
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SN
FiGure 12. Un voisinage de type Morse d’une orbite hyperbolique.

e Si Enl(y,R) = 0, alors la collection R aura des R,-sections qui rencontrent le
voisinage de type Morse de l'orbite. L’intersection de R avec le voisinage est composée
d’au moins 8 anneaux : il y en a au moins deux qui se trouvent entre une branche
stable et une instable, grace a l'opération de doublage. Nous décrivons maintenant
comment compléter le feuilletage autour de ces voisinages de type Morse. Notons R;, R;
(1=1,...,4) les deux anneaux dans le i-eme quadrant. Entre chaque R; et R;, la partie
contenue dans le quadrant est feuilletée sur un intervalle, il suffit de pousser R; sur R;
par le flot. Si nous considérons R; et R;, sections dans des quadrants différents mais
adjacents, nous allons obtenir localement un seul anneau de la fagon suivante.

Poussons R; (resp. R;) par le flot dans la direction de l'autre section : on obtient un
anneau R; (resp. }?]) L’anneau R;, qu'on identifie & T x [0, 1], peut étre décomposé
comme deux anneaux R! et R?, qu'on identifie & T x [0, %] et T x [%, 1], tels que
v C OR!, OR? intersecte le bord du voisinage de type Morse, et IR} N OR? =: OR™ est
contenu dans l'intérieur du voisinage de type Morse. Nous faisons la méme opération
pour l'anneau Rj, qu’on voit comme ]:2]1 U R? Nous considérons un anneau A contenu
dans l'intérieur du voisinage de type Morse, dont le bord est 81?%“‘3 U 8]?;-‘“ et qui est
positivement transverse au champ de Reeb. Enfin, on va remplacer R; U Rj par la R,
section obtenue en recollant ensemble, de fagon cohérente avec le champ de Reeb, les
anneaux I%}, A, R}, voir Figure 13. Nous complétons le feuilletage en poussant par le
flot ce nouvel anneau en dehors du voisinage de type Morse. Chaque orbite autour de ~

va rencontrer en temps fini une section ainsi modifiée.

En poussant par le flot de Reeb certaines sections ou des modifications de sections,
nous obtenons un feuilletage de la variété M. Dans cette construction, le complémentaire
des voisinages de type Morse est fibré sur un intervalle compact de R.

Pour terminer alors la construction de notre livre brisé, il suffit de préciser le modele
local autour des orbites hyperboliques d’autoenlacement nul, i.e. dans les voisinages de
type Morse. La construction faite montre qu’il est possible de feuilleter les voisinages
des orbites brisées comme annoncé dans la définition, tout en restant cohérent avec
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FiGurE 13. Comment coller des sections adjacentes et contenues dans des
quadrants différents.

le feuilletage obtenu en dehors : on alterne quatre secteurs hyperboliques avec quatre
secteurs radiaux.

]

4. Quelques idées de preuve des applications dynamiques

Le but de cette section est de donner les idées et les outils utilisés pour montrer les
applications dynamiques de l'existence de livres brisés, présentées par Colin, Dehornoy
et Rechtman (2023).

4.1. Quelques outils : fers a cheval, applications pseudo-Anosov, décomposi-
tion de Nielsen-Thurston

Dans la preuve des théoremes 2.19, 2.20 et 2.22, les auteurs et 'autrice font appel
a des notions et des résultats classiques en dynamique, que nous rappelons brievement
ici.

Nous commencons par rappeler la notion d’entropie topologique. Etant donné un
flot ;¥ sur un espace métrique compact X, I'entropie topologique de ¢:X, notée h(¢;),
est une quantité qui mesure la complexité d’une telle dynamique. Plus précisément, si
dest une distance sur X, nous fixons € > 0,7 > 0 et définissons la boule dynamique
centrée en € X de rayon (¢,7") comme I'ensemble de points y € X tels que

max d(¢; (2), 67" (y)) <e.

te[0,T

Du fait de la compacité de X, il existe un nombre fini minimal N (e, T") de telles boules
dynamiques qui recouvrent l'espace : ¢’est une mesure de combien de morceaux d’or-
bites différents de longueur 7" on peut détecter a la précision e. Le taux de croissance
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exponentiel de cette quantité est alors I'entropie topologique :

h(¢X) := lim lim sup log N(e, T) .
e—0 74400 T

L’exemple typique d’une dynamique avec entropie topologique positive est le fer a
cheval de Smale. Etant donné un difféomorphisme f sur une surface S, un fer a cheval
est un sous-ensemble H C S, compact, invariant par f, tel que f|y est semi-conjugué a
un décalage de type fini. Cette sous-dynamique apparait des qu’une orbite périodique
hyperbolique a une intersection transverse entre sa variété stable et sa variété instable.
Pour un flot de classe C? sur une variété fermée de dimension 3, on peut en dire plus :
I'existence d’un fer a cheval est équivalente a la positivité de I’entropie, comme montré
par Lima et Sarig (2019), en généralisant le travail fondateur de Katok (1980) pour des
difféomorphismes de surface.

En particulier, pour un flot en dimension 3 de classe C?, la positivité de ’entropie
topologique assure aussi que le nombre d’orbites périodiques croit de fagon exponentielle
par rapport a la période.

Une condition pour garantir la positivité de I'entropie est ’existence d’un cycle d’in-
tersections topologiques hétéroclines. Considérons un flot ¢;* sur une variété fermée de
dimension 3. Etant donné deux orbites périodiques hyperboliques 71, 7o (pas forcément
distinctes), une orbite hétérocline de 1 a 7y, est une orbite qui appartient a la variété
instable de v, ainsi qu’a la variété stable de 7, ; on parle d’orbite homocline si v; = 7.
Une intersection topologique hétérocline entre la variété instable de 7, et la variété
stable de 7, est une intersection entre W*(y;) et W#*(72) (en particulier, 'intersection
donne lieu a une orbite hétérocline) non nécessairement transverse, mais telle qu’il existe
un disque D transverse au flot qui rencontre ’orbite hétérocline d’intersection en un
point z tel que la condition suivante est vérifiée. Considérons la composante connexe
D N V* ;) qui contient le point z : son complémentaire dans D a deux composantes
connexes. La condition a vérifier est que la composante connexe de D N V() qui
contient z rencontre chacune de ces deux composantes.

Burns et Weiss (1995) montrent que, s’il existe un nombre fini d’orbites périodiques
hyperboliques v1, ..., Vn, Vnir1 = 71 tel que pour chaque ¢ =1...,n il y a une intersec-
tion topologique hétérocline entre la variété instable de ~; et la variété stable de v;41,
alors I’entropie topologique h(¢;X) est positive.

Une autre source d’entropie positive dans la suite sera l'existence de sections de
Birkhoff telles que I'application de premier retour est pseudo-Anosov.

Considérons une surface S compacte et orientée. Rappelons qu'un feuilletage mesuré
est un feuilletage singulier F muni d’une mesure transverse y : il s’agit d’'une mesure
définie sur chaque arc transversal au feuilletage et telle que, si a et § sont deux arcs
transversaux isotopes par des arcs transversaux dont les extrémités restent sur la méme
feuille, alors p(a) = u(B).
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DEFINITION 4.1. — Une application f: S — S est dite pseudo-Anosov (de facteur \)
s’il existe deux feuilletages mesurés (F*, p°), (F*, u*) avec les mémes singularités et une
constante X > 1 tels que f préserve les deux feuilletages, contracte les feuilles de F*
d’un facteur % et dilate les feuilles de F" d’un facteur \.

Une application pseudo-Anosov a toujours une entropie topologique positive. Il est
possible de montrer que, pour une application pseudo-Anosov f de facteur A, 'entropie
vaut h(f) = log(\). On fait référence a Fathi, Laudenbach et Poénaru (1979, Exposé
10). Les applications pseudo-Anosov ont un role clé dans la décomposition de Nielsen—
Thurston, que nous allons rappeler ici.

Etant donné une surface compacte orientée S, le théoréme de classification de Nielsen—
Thurston permet de comprendre un homéomorphisme préservant 1’orientation sur S a
isotopie pres. Voir Fathi, Laudenbach et Poénaru (1979) pour plus de détails.

THEOREME 4.2 (Classification de Nielsen—Thurston). — Pour chaque homéomorphisme
f: S — S qui préserve l'orientation sur une surface compacte orientée, il existe un
homéomorphisme g isotope a f et une collection finie C (possiblement vide) de courbes
simples fermées deux a deux disjointes telles que g préserve C et sur chaque composante
connexe Y de S\ C le premier itéré de g qui envoie Y surY est

— soit périodique, i.e. il existe n € N tel que g"|y = Idy ;

— soit pseudo-Anosov.

4.2. Intersections hétéroclines et homoclines des composantes brisées

Soit (F, K) un livre brisé qui porte une forme de contact a sur M. Le but de
ce paragraphe est de donner les idées de la preuve du lemme 2.21 : nous voulons
expliquer pourquoi chaque branche de variété instable d’une orbite périodique brisée
doit rencontrer une branche de variété stable d’une autre orbite brisée (pas forcément
différente). Notre feuilletage F est obtenu a partir d’'une réunion finie de sections,
noté R : en poussant par le flot ces sections, nous feuilletons la variété.

Soit v € K} une orbite périodique de la composante brisée de la reliure. Soit V*(7)
une branche de sa variété instable, 7.e. une composante connexe de la variété instable
de 7 privée de . Observons qu’on a V*(77) = djo,4+00)(Viee (7)), ot V() est une branche
de la variété instable locale 3.

Supposons par l'absurde que V%() ne rencontre pas de variétés stables d’autres
orbites périodiques de la composante brisée. Alors chaque orbite de la branche rencontre
une infinité de fois la réunion R de sections. Cela peut étre déduit de la Remarque 3.13,
par exemple, car une orbite hyperbolique v telle que Enl(vy,R) = 0 est une orbite de la
composante brisée. Chaque composante connexe de V*(y) N R est compacte ; comme
R est finie, il existe une section R, parmi celles qui composent R, telle que la branche
V() rencontre une infinité de fois R.

13. La variété instable (resp. stable) locale de 7 est ’ensemble des points z € M tels que
d(¢+(x),v) < € pour tout t < 0 (resp. t > 0), pour un certain € > 0.



1223-34

Pour T suffisamment grand, I'intersection ¢jo 71(Vi% (7)) N R est une collection finie de
courbes fermées plongées dans R. Considérons deux telles courbes, C, C’. Vues dans la
variété instable, les courbes C, C’ sont paralleles a I'orbite périodique v et elles bordent
un anneau A C V*(7).

Si les courbes C, C" sont homotopiquement triviales dans R, elles bordent des disques
dans R, respectivement D, D’. 1l est possible de montrer que ces disques doivent avoir
la méme aire par rapport a la forme da. Cela entraine que D N D' = ().

Pourquoi [, da = [, da? Considérons la réunion des disques avec ’anneau A contenu
dans la variété instable. Cette réunion est topologiquement une sphere, et, par le théo-
reme de Stokes, [pay—pydo = 0. Comme 'anneau A est tangent au champ de Reeb,
on a [, da =0 et on obtient 1'égalité d’aire recherchée.

L’aire de la section R par rapport a la forme da étant finie, nous pouvons avoir
seulement un nombre fini de courbes homotopiquement triviales dans R. Quitte a
prendre T encore plus grand M), on peut supposer que les deux courbes fermées C, C"
bordent un anneau A’ dans R. Rappelons que les courbes C, C’ sont aussi le bord d'un
annecau A C V*(y). La réunion des deux anneaux A U A’ est topologiquement une
sphere et, encore par le théoreme de Stokes, on a [, do = 0. Comme A est tangent
au champ de Reeb, nous en déduisons [, da = 0. Ceci est une contradiction avec le fait
que A C R est positivement transverse au champ de Reeb.

Grace au lemme 2.21 et en utilisant une approche du type théorie des graphes, il est
alors possible de montrer 1’énoncé suivant.

PROPOSITION 4.3. — Soit (F,K) un livre brisé qui porte une forme de contact «
sur M. Supposons que la composante brisée de la reliure est non vide. Alors, il existe
v € Ky qui admet un cycle homocline, i.e. il existe un ensemble d’orbites périodiques
hyperboliques v; € Ky, i = 0,...,n, tel que

— Y%= =

— il existe une orbite hétérocline de v; a v;y1, pour tous 1 =20,...,n— 1.

4.3. Sur la dichotomie 2 ou oo : idées de la preuve du théoreme 2.19

Soit (M, «) une variété fermée orientée de dimension 3 munie d'une forme de contact
non dégénérée. Notons R, le champ de Reeb associé et ¢f* son flot. Par le théoréme 2.18,
il existe un livre brisé (F, K) qui porte la forme de contact . La reliure K du livre
brisé est la réunion disjointe de la composante brisée K, et de celle radiale K. Avant
de rentrer dans les détails, nous résumons ci-dessous les trois conditions suffisantes
principales garantissant I'existence de deux ou d’'une infinité d’orbites périodiques.

1. Une premiere condition est 'existence d’un cycle d’intersections topologiques
hétéroclines. Comme nous avons déja évoqué, un tel cycle implique 'existence
d’un fer a cheval, et donc d’une infinité d’orbites périodiques.

14. Cela va dépendre de la da-aire de la section, de la topologie de R et de I’action de 7.
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2. Supposons qu’il existe une R,-section sur laquelle une application de premier
retour h est bien définie. L’existence d’une composante pseudo-Anosov pour la
décomposition de Nielsen—Thurston de f implique que I'entropie topologique de f
est positive (voir Fathi, Laudenbach et Poénaru, 1979, Exposé 10). Il existe alors
un fer a cheval, et donc une infinité d’orbites périodiques.

3. Si on a une application de premier retour sur une R,-section et si cette section
est un disque ou un anneau, Cristofaro-Gardiner, Hutchings et Pomerleano (2019)
montrent que le résultat de Franks et Handel (2003) implique I’existence de 2 ou
une infinité d’orbites périodiques.

Dans la suite, nous allons distinguer deux cas, selon que la composante brisée K est
vide ou pas.

4.3.1. Cas de la composante brisée vide. — Si la composante brisée de la reliure est
vide, alors le livre brisé est un livre ouvert rationnel, voir Lemme 2.16. Il existe une
section de Birkhoff 0-forte S et un homéomorphisme h: S — S qui est I'application de
premier retour sur S.

Si la surface S est un disque ou un anneau, alors la condition suffisante 3 s’applique
et on a la dichotomie recherchée.

Si S n’est ni un disque ni un anneau, nous considérons la décomposition de Nielsen—
Thurston de h. Si cette décomposition a une composante pseudo-Anosov, on peut
conclure par la condition 2. Soit hq le représentant dans la classe d’isotopie de h donné
par Nielsen—Thurston. S’il existe un itéré n pour lequel hj est isotope a l'identité sur S
toute entiere, alors nous avons une infinité d’orbites périodiques par Cristofaro-Gardiner,
Hutchings et Pomerleano (2019).

Supposons que h ne vérifie pas les hypotheses ci-dessus. Par la décomposition de
Nielsen—Thurston, il existe une réunion finie C de courbes simples et un entier n € N, tels
que h™ est isotope a l'identité sur chaque composante connexe de S\ C. Comme le groupe
des difféotopies de la surface (') est engendré par des twists de Dehn, application A",
a isotopie pres, est une composition de twists de Dehn le long de certaines courbes
disjointes. Comme S n’est ni le disque ni ’anneau, au moins une de ces courbes n’est
isotope a aucune composante du bord de S. L’application twist de Dehn le long de cette
courbe a un cercle de points périodiques de type (p, ¢) pour chaque § € [0, 1]. En utilisant
des arguments de stabilité de I’homologie de contact cylindrique, il est possible d’associer
a chaque %’ au moins deux orbites périodiques « non triviales » et « stables » pour le

flot de Reeb. Ceci permet de déduire I'existence d’une infinité d’orbites périodiques 9.

4.3.2. Cas de la composante brisée non vide. — Si la composante brisée est non vide,
alors la proposition 4.3 nous assure l'existence d’un cycle homocline. Comme discuté
dans le paragraphe 2.5, si la forme de contact portée par le livre brisé est fortement non

15. En anglais mapping class group.
16. Une preuve peut étre aussi déduite du résultat de Le Calvez (2022), obtenu en paralléle du travail
des auteurs.
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dégénérée, alors nous pouvons déduire 'existence d’une orbite périodique hyperbolique
avec une intersection homocline transverse. En particulier, il y a un fer a cheval :
I’entropie topologique est positive et il y a une infinité d’orbites périodiques.

Si la forme de contact est seulement non dégénérée (pas fortement), il n’est pas
possible d’obtenir le résultat aussi directement. Une étude des différentes intersections
hétéroclines est nécessaire. Voir Figure 14.

DEFINITION 4.4. — Soient vy,7v, deuz orbites périodiques hyperboliques. Supposons
qu’il existe une orbite hétérocline 4 de v, a 2. Notons V¥(y1), resp. V*(72), la branche
instable, resp. stable, a laquelle 'orbite 4 appartient. L’orbite 4 peut étre des types
sutvants :

1. lorbite & est une intersection hétérocline topologique ;
2. Uorbite 4 est une connezion hétérocline : les branches V(1) et V*(y2) coincident ;

3. Uorbite 7 est une intersection hétérocline unilatérale : les branches stable et instable
ne coincident pas et elles ne se traversent pas en 4.

FIGURE 14. Les différents types d’intersection hétérocline.

Observons que les intersections hétéroclines topologiques contiennent aussi les inter-
sections hétéroclines transverses.

Gréce aux résultats de Burns et Weiss (1995), si le cycle homocline dont I’existence
est assurée par la proposition 4.3 se compose uniquement d’intersections hétéroclines
topologiques, 'entropie est positive et il y a une infinité d’orbites périodiques : nous
sommes dans le cas de la condition 1.

Il faut alors considérer les cas des connexions hétéroclines et des intersections hété-
roclines unilatérales. Commencons par supposer que toutes les intersections sont des
connexions hétéroclines.



1223-37

PROPOSITION 4.5. — Soit (F, K) un livre brisé qui porte une forme de contact non
dégénérée . Supposons que la composante brisée de la reliure est non vide et que toutes
les orbites hétéroclines entre orbites périodiques de K, sont des connexions hétéroclines.
Alors 1l existe une infinité d’orbites périodiques.

Démonstration. — Nous découpons la variété M le long des connexions hétéroclines
entre les orbites de la composante brisée de la reliure. On obtient alors une nouvelle
variété M de dimension 3 a priori non connexe. Grace au feuilletage induit par F sur
la nouvelle variété et par le théoreme d’Haefliger, il est possible de montrer que chaque
composante connexe de M est fibrée sur S' et qu’il existe une section de Birkhoff
(O-forte) dans chaque composante connexe.

S’il existe une section de Birkhoff qui n’est ni un disque ni un anneau, alors il est
possible de montrer 'existence d’une infinité d’orbites périodiques en argumentant
comme pour le cas K, = ().

Dans le cas restant, on peut déduire qu’il existe une section de Birkhoff qui est un
anneau et dont le bord se compose d’une orbite de la composante radiale et d’une orbite
de la composante brisée. Quitte a faire une perturbation du feuilletage, et donc de la
section de Birkhoff, on obtient une application de premier retour sur I’anneau fermé qui
a un point périodique sur le bord. Un théoreme de Franks (1992) assure alors qu'il y a
une infinité d’orbites périodiques.

m

La partie plus technique de la preuve concerne les intersections hétéroclines unilaté-
rales. Il faut montrer que, si de telles intersections se produisent, elles viennent toujours
avec des intersections topologiques. Nous renvoyons a Colin, Dehornoy et Rechtman
(2023) pour la preuve du résultat suivant.

LEMME 4.6. — Soit (F, K) un livre brisé qui porte la forme de contact o non dégé-
nérée. Soit v € Ky. Si une branche instable V*(vy) ne coincide pas avec des branches
stables d’orbites de la composante brisée Ky, alors il existe une intersection hétérocline
topologique faisant intervenir V(7).

Pour montrer le théoreme 2.19 il reste a discuter le cas suivant : les intersections
hétéroclines ne sont pas toutes des connexions, en particulier, par le lemme 4.6, il y a
au moins une intersection hétérocline topologique.

PROPOSITION 4.7. — Soit (F, K) un livre brisé qui porte la forme de contact o non
dégénérée. Supposons que la composante brisée de la reliure est non vide et qu’il existe
au moins une intersection hétérocline topologique entre deux orbites périodiques dans K.
Alors le champ de Reeb R, admet une infinité d’orbites périodiques.

Démonstration. — L’idée de la preuve est d’exhiber un cycle d’intersections topolo-
giques hétéroclines, ce qui permet de conclure par la condition 1. Si l'intersection
topologique implique les branches stable et instable de la méme orbite périodique, alors



1223-38

nous avons tout de suite le cycle recherché. Sinon, comme dans la preuve de la proposi-
tion 4.5, nous découpons M le long des connexions hétéroclines. Soit N une composante
connexe de la nouvelle variété qui contient une intersection hétérocline topologique dans
son intérieur. En partant des branches stable et instable impliquées dans cette inter-
section topologique, on peut trouver un cycle homocline qui doit étre contenu dans V.
Comme il n’y a pas de connexions hétéroclines a l'intérieur de N, le cycle se compose
d’intersections topologiques hétéroclines. Ceci termine alors la preuve. O

Remarque 4.8. — Nous remarquons que, si la composante brisée est non vide et les
orbites hétéroclines ne sont pas toutes des connexions, alors les auteurs sont en train
de montrer 'existence d'un fer a cheval, donc d’une entropie topologique positive. Cela
va étre utilisé dans la section suivante pour traiter une bonne partie des cas possibles.

4.4. Sur ’entropie du champ de Reeb : idées de la preuve des théorémes
2.20 et 2.22

Nous commencons par donner les idées de la preuve du fait qu'un champ de Reeb
non dégénéré sur une variété M non graphée a une entropie topologique positive. Les
conditions suffisantes utilisées pour garantir une entropie positive sont les points 1
et 2 décrits dans la section précédente. Considérons une variété M fermée, orientée,
de dimension 3, qui ne soit pas graphée. Cela signifie qu’il n’est pas possible de
décomposer M, en coupant le long des tores plongés, comme fibrés en cercle au-dessus
d’une surface. Soit a une forme de contact sur M non dégénérée portée par un livre
brisé (F, K).

Si la composante brisée K, est vide, alors (F, K) est un livre ouvert rationnel. Nous
avons une section de Birkhoff O-forte S et un homéomorphisme de premier retour
h: S — S. Comme la variété M n’est pas graphée, la décomposition de Nielsen—
Thurston de h a une composante pseudo-Anosov, voir Fathi, Laudenbach et Poénaru
(1979, Exposé 14). Ceci permet de conclure que Ientropie topologique est positive par
la condition 2.

Si la composante brisée K, est non vide et toutes les intersections hétéroclines
sont des connexions, alors nous allons couper la variété M le long des connexions
hétéroclines, comme dans la preuve de la proposition 4.5. Chaque composante connexe
de la nouvelle variété est une fibration sur S' et il existe une application de pre-
mier retour h bien définie sur une section de Birkhoff. Comme pour le cas ou la
composante brisée est vide, comme la variété n’est pas graphée, la décomposition de
Nielsen—Thurston de h a une composante pseudo-Anosov et on conclut par la condition 2.

Si la composante brisée K, est non vide et les intersections hétéroclines ne sont pas
toutes des connexions, alors, par le lemme 4.6, il existe au moins une intersection topo-
logique hétérocline. On peut répéter la preuve de la proposition 4.7, voir Remarque 4.8 :
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il existe un cycle d’intersections topologiques hétéroclines et on en déduit que I’entropie
est positive par la condition 1.

Pour terminer, concernant le théoreme 2.22, si nous avons un champ de Reeb fortement
non dégénéré d’entropie nulle, alors il est porté par un livre brisé tel que la composante
brisée de la reliure est vide. Sinon, comme toutes les intersections hétéroclines sont
transverses pour I’hypothese de forte non dégénérescence, il serait possible de montrer
I’existence d’un fer a cheval. Le flot aurait alors une entropie positive, en contradiction
avec I’hypothese.

Cet argument, avec la preuve du théoreme 2.20, permet de donner un énoncé 1é-
gerement plus général du théoreme 2.22 : si R, est un champ de Reeb non dégénéré
d’entropie topologique nulle et tel que les intersections hétéroclines ne sont pas toutes
des connexions hétéroclines, alors R, est porté par un livre ouvert rationnel.
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